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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi allo studio della pro-
pagazione degli errori e al loro controllo nello svolgimento di elaborazioni
numeriche.

1 Introduzione

Nella risoluzione di problemi del mondo reale e frequente incontrare errori a vari
livelli, molto spesso anche a nostra insaputa. Gli errori hanno varia natura e
sono generalmente causati dalla ”finitezza” delle risorse a nostra disposizione
quali strumenti di misura e risorse di calcolo.

Ad esempio, le misure fatte con gli strumenti della tecnologia, quali misure
di velocita, temperature, pressioni, non possono essere esatte. Infatti gli stru-
menti fisici forniscono approssimazioni del valore reale, molto accurate ma pur
sempre approssimazioni. La finitezza delle risorse di calcolo e un’altra sorgente
importante di errori.

Un esempio significativo a questo proposito € dato dalla rappresentazione
dei numeri. Si pensi ad esempio di memorizzare il numero 7 in un computer
mediante le cifre di una sua rappresentazione in qualche base. Ovviamente non
possiamo memorizzare un numero infinito di cifre, visto che il numero di celle di
memoria, seppur grande, ¢ finito. Siamo quindi costretti a fare un troncamento
di 7 introducendo conseguentemente un errore.

La stessa situazione si presenta anche in casi apparentemente innocui e per
questo piu insidiosi. Ad esempio, quando digitiamo in un qualche sistema di cal-
colo x=0.1 intendendo la rappresentazione in base 10, quindi 1/10, il computer
apparentemente memorizza nella sua memoria il valore 1/10 che viene associato
alla variabile x. Se poi richiediamo al computer di mostrarci x, ci apparira sullo
schermo il valore 0.1. Ad esempio, usando il linguaggio OctcwaIe scrivendo

x=0.1;

disp(x)

1Un manuale di Octave si trova sul Web in |versione html e in versione pdf



si ottiene

0.10000
anche usando il formato a piu cifre col comando format long si otterrebbe

0.100000000000000
Tutto sembra regolare e tranquillo, perché stupirsi?. Pero, poiché la rappresen-
tazione dei numeri fatta all’interno del nostro computer ¢ in base 2 (ormai & cosi
nella quasi totalita dei computer), e poiche il numero 1/10 in base 2 ha una rap-
presentazione periodica, il numero effettivamente memorizzato nella variabile x
non ¢ 1/10 bensi una sua approssimazione, molto precisa ma pur sempre un’ap-
prossimazione, ottenuta troncando lo sviluppo periodico della rappresentazione
in base 2.

In altre situazioni e il problema stesso che vorremmo risolvere che non puo
essere risolto in modo esatto e quindi richiede una approssimazione. Si pensi
ad esempio agli zeri di un polinomio di grado maggiore o uguale a 5. Sappiamo
dalla [teoria di Galois che non esiste alcuna espressione formale che ci permet-
te di rappresentare questi zeri, nel caso generale, attraverso le sole operazioni
aritmetiche ed estrazioni di radici. Se vogliamo avere informazioni sugli zeri
dobbiamo necessariamente approssimarli.

In certi casi, come nella risoluzione di sistemi lineari, anche se la soluzio-
ne si puo esprimere attraverso un numero finito di operazioni aritmetiche, ¢
spesso pill conveniente per ragioni di costo computazionale calcolarla in modo
approssimato.

La presenza degli errori nella rappresentazione dei dati come pure gli erro-
ri sviluppati nello svolgimento dei calcoli a causa del troncamento dei risultati
parziali puo alterare in modo drammatico il risultato finale del calcolo. Nel sito
Some disasters caused by numerical errors si puo trovare una lista di catastro-
fi causata da un errato controllo della propagazione degli errori. Tra questi,
I’esplosione dell’Ariane 5 il fallimento dei missili Patriot, ’affondamento della
piattaforma Sleipner

Diventa quindi di fondamentale importanza sviluppare una strumentazione
adeguata di concetti e proprieta che ci permetta di controllare e dominare gli
errori e la loro propagazione.

Nel seguito, se T € una approssimazione di x denotiamo con & — x I’errore
assoluto e, se x # 0, denotiamo con (& — z)/x Verrore relativo. Si osserva che
nell’errore relativo si rapporta ’errore assoluto al valore del dato x per cui il suo
valore va letto come una " percentuale” di errore. Ad esempio, un errore relativo
tale che |(Z — x)/x| = 1 significa un errore del 100%, cioé una approssimazione
molto scadente.

Naturalmente siamo interessati agli errori che derivano da procedimenti ma-
tematici e quindi non & compito nostro trattare gli errori provenienti da misure
fisiche. La sorgente di errore piu importante per noi € quella causata dalla
rappresentazione in base dei numeri fatta con un numero finito di cifre. Ci
occupiamo di questo nei prossimi paragrafi.



2 Rappresentazione in base

Sia B > 2 un numero intero, vale il seguente risultato di rappresentazione:

Teorema 1 (di rappresentazione in base) Per ogni numero reale x # 0
esistono unici un intero p ed una successione {d;}i>1 con le sequenti proprietd

1)0<d; <B-1,
2)dy #0,
3) per ogni k > 0 esiste un j > k tale che d; # B — 1

per cus

x = segno(x)B? Z d;B™" (1)
i=1

La proprieta espressa dal precedente risultato assume una forma piu familiare
se scegliamo B = 10 e se conveniamo di allineare gli elementi della successione
in una notazione posizionale come

xTr = :to.dldgdg <o x 107
In questo modo il numero 7 puo essere rappresentato da
7 =0.3141592 - - - x 10'

dove il segno + e stato omesso.

L’intero B e detto base della rappresentazione. Gli interi d; per i = 1,2, ...,
sono detti le cifre della rappresentazione mentre p € chiamato esponente. 11

[eS) Y . .

numero » .-, d; B™" viene chiamato mantissa.

La condizione 2 € detta di normalizzazione ed ha un duplice scopo. Da una
parte serve a garantire I'unicita della rappresentazione visto che permette di
evitare rappresentazioni equivalenti quali

0.3141592 x 10*, 0.0003141592 x 10%, 3141.592 x 1073.

Dall’altra permette di memorizzare in modo piu efficiente un numero reale. Ad
esempio nella rappresentazione 0.0003141592 x 10% sono impiegate molte pit cifre
rispetto a 0.3141592 x 10'. Infatti, se si usa la rappresentazione normalizzata,
I'informazione contenuta nelle tre cifre nulle dopo il punto decimale & codificata
in modo piu compatto nell’esponente che occupa una sola cifra.

La condizione 3 stabilisce che non sono ammesse configurazioni in cui da un
certo punto in poi tutte le cifre sono uguali a B — 1. Ad esempio il numero
13/100 puo essere scritto come 0.13 oppure come 0.1299999---. La seconda
rappresentazione viene vietata per garantire 'unicita



3 Numeri floating point

Un computer, essendo una macchina finita, pud memorizzare una quantita finita
di cifre per cui non sono fisicamente rappresentabili configurazioni dotate di un
numero infinito di cifre. Diventa allora necessario, nella definizione dei numeri
utilizzabili in un computer, limitarsi a rappresentazioni dotate di un numero
finito di cifre. Diamo allora la seguente

Definizione 1 Dati gli interi B > 2, ¢t > 1, m, M > 0, I'insieme

t
F(t,B,m, M) = {0yU{£B?> d;B™", dy #0,0< d; < B—1, -m < p < M}

i=1

¢ detto insieme dei numeri di macchina o anche dei numeri in virgola mobile o
dei numeri floating point.

Si osservi che lo zero non ¢ rappresentabile nella forma +BP Zle d;B~?
essendo d; # 0. Per cui viene inserito di ufficio nell’insieme F dei numeri di
macchina.

Sia x # 0 un numero reale rappresentato come in e si consideri

t
Z = segno(x)B? Z d;B™".
i=1
Se —m < p < M il numero x viene ben rappresentato in F dal numero Z, e in

questo caso la quantita e, = (Z—x)/z, ciot l'errore relativo di rappresentazione,
e tale che

T ; T < B1_t7 % < Bl_t. (2)
Infatti, per definizione di Z risulta
+o0 00 —t—
; . Brit-(B-1
F—ux|=BP B~ =B 4 BT < BBl Bt
1-B-1

i=t+1 1=0

dove la diseguaglianza stretta € ottenuta maggiorando tutte le cifre con B — 1,
configurazione che non puo essere mai raggiunta per le ipotesi fatte. Inoltre,
poiché d; # 0 risulta |z| > BP x B~1, |#| > BP? x B~!. Cio implica

(# —2)/z| < B*Y, |(z —2)/%| < B*

Se invece p < —m oppure p > M allora il numero non & rappresentabile
in F(t, B,m,M). Nel primo caso si dice che si & incontrata una situazione di
UNDERFLOW. Nel secondo caso si dice che si ¢ incontrata una situazione di
OVERFLOW. Nel caso di underflow il numero ha un valore assoluto troppo



piccolo per essere rappresentato in F. In certi sistemi numerici esso viene rap-
presentato da zero. Questo fatto ¢ deprecabile poiche se Z = 0, 'errore relativo
di rappresentazione vale |z — z|/|z| = 1 cioé & un errore del 100%.

Si osservi che la dice che, indipendentemente dal valore di x # 0, purché
non si verifichino condizioni di overflow o di underflow, ’errore relativo di rap-
presentazione & limitato superiormente dalla costante B'~!. Cioe il sistema
di numeri floating point fornisce una limitazione uniforme all’errore relativo di
rappresentazione.

Il numero B*~* viene chiamato precisione di macchina e rappresenta il mas-
simo livello di precisione di un sistema floating point. Nel seguito denoteremo
con v = B!~ la precisione di macchina.

Il numero & rappresenta x con la precisione data da ¢ cifre in base B. Infatti
si dice che T ha t cifre significative poiché tutte le t cifre di £ concorrono nel dare
la massima informazione su z. Questo fatto ci porta ad estendere il concetto di
numero di cifre significative nel modo seguente. Se in generale y € una approssi-
mazione di z € R tale che |(y—x)/z| < B'~¢ si dice che y ha c cifre significative
in base B. Cio non implica che le prime c cifre della rappresentazione in base
B di z e di y coincidono. Si considerino ad esempio con B = 10 e ¢ = 5, i valori
x = 0.12000 e y = 0.11999 in cui tutte e 5 le cifre sono significative ma non tutte
coincidono. In ogni caso, se y approssima z con errore relativo e = (y — x)/x
possiamo dire che y ha 1+ logy |¢| ™! cifre significative.

Si osservi ancora che due sistemi floating point in base B; e By rispettiva-
mente con t1 e ty cifre hanno precisione di macchina rispettivamente Bf“ e
Bi7"2. Per cui il primo & pitt preciso del secondo se Bi ™" < Bi~*2. Da cui
(1 —t1)log By < (1 —t2)log Bs, cioe

log Bo
log By '

t1 > (tg—l)

Ad esempio un sistema in base 2 con 53 cifre, come quello piu diffuso sui compu-
ter in commercio, ha la stessa precisione di macchina di un sistema in base 4 con
27 cifre essendo 2' %3 = 41727, Inoltre, poiché 10716 < 21753 < 2.2205 x 10716,
la precisione di questo sistema fornisce almeno 16 cifre significative in base 10.

Il tipo di approssimazione di  con = lo abbiamo ottenuto mediante tron-
camento della rappresentazione . Un’altra possibilita di rappresentazione
consiste nel considerare 1’arrotondamento di x, cioe il numero di macchina piu
vicino a . In questo caso si puo verificare che I’errore relativo di rappresenta-
zione € minore o uguale a %Bl’t. Nel seguito trattiamo solo il caso in cui si
considera il troncamento, il caso di arrotondamento puo essere trattato in modo
analogo.

3.1 Rappresentazione fisica

Generalmente le rappresentazioni floating point implementate sui computer sono
fatte in base B = 2. In particolare cosi ¢ lo/standard IEEE che ritroviamo sui pc
con processori INTEL, e AMD. Ad esempio, una rappresentazione in base 2 con
24 cifre viene realizzata nel modo seguente ed & chiamata |precisione semplice,



e Il numero viene memorizzato su 32 bit (bit & la contrazione di binary digit,
cifra binaria).

e Il primo bit piu a sinistra memorizza il segno della mantissa. Se il bit & 0
allora la mantissa ¢ intesa positiva; se il bit e 1 allora la mantissa ¢ intesa
negativa.

e Gli 8 bit successivi, procedendo da sinistra a destra, racchiudono l’in-

formazione sull’esponente p. Piu precisamente, se ¢ € il numero intero
corrispondente alla rappresentazione binaria degli 8 bit, allora ’esponente
p viene inteso come p = ¢ — 127. Ad esempio se gli 8 bit sono 10000011
che corrisponde al numero 1+ 2+ 27 = 129, allora con questa convenzione
I’esponente ¢ p = 2.
In questa rappresentazione lo standard IEEE fa due eccezioni: la confi-
gurazione di 8 bit nulli e quella di 8 bit uguali a 1 vengono usate per
individuare situazioni di eccezione quali NaN (Not-a-Number), o +Infty e
-Infty. Queste situazioni si incontrano quando viene chiesto al sistema
di calcolo di eseguire operazioni vietate quali ad esempio 0/0, v/—1, o,
rispettivamente x/0 con x # 0.

e [ rimanenti 23 bit contengono le cifre do,ds,...,d2s. Si osservi che non
importa memorizzare d; poiché, essendo d; # 0 e d; < 2 & necessariamente
dy = 1.

e Lo zero viene rappresentato, rompendo la convenzione, mediante la confi-
gurazione di tutti bit nulli.

Si osservi che lo zero non sarebbe rappresentabile con la convenzione adottata
che richiede d; # 0. Identificando lo zero con la configurazione di tutti bit nulli
viene sacrificato il numero B~! x B™™ che corrisponderebbe appunto a tale
configurazione. Lo standard IEEE include anche altre codifiche di eccezione
quali i denormal numbers che permettono di memorizzare numeri piu piccoli in
valore assoluto di 2727, Per valutare i limiti effettivi dell’esponente provate con
Matlab o Octave a scrivere

a = 1023 ; 27a

e ottenete
8.9885e+307

mentre ponendo a = 1024; ottenete Inf. Similmente, scegliendo a = -1075;
si ottiene O, mentre con a = -1074; si ottiene 4.9407e-324.

La precisione di macchina in Matlab e in Octave ¢ indicata con eps. Infatti
se digitiamo log2(eps) si ottiene il valore -52.

Lo standard IEEE prevede anche una rappresentazione su 64 bit chiamata
precisione doppia e una rappresentazione su 128 bit chiamata precisione qua-
drupla, Le principali caratteristiche di queste rappresentazioni sono riportate
nella tabella 1.



N Bit Bit Min/Max unit Cifre Massimct)
ome esponente] mantissa esponente roundoff base 10 Zsez?rrrll:llnee
el I 24 -127/128 1.2x1077 | 7.92 | 3823
faoosonel 11 53 -1023/1024 | 2.2 x 10716 | 16.65 | 307.95
Precisione
quadrupla| 15 113 | -16383/16384 | 1.9 x 1073 | 34.7 | 4931.77

Tabella 1: Rappresentazioni floating point in base 2: ripartizione dei bit tra
esponente e mantissa e massimi valori ottenibili per I’esponente, la precisione,
I’equivalente delle cifre decimali e I’equivalente dell’esponente in base 10. Nello
standard IEEE effettivamente implementato alcune configurazioni di bit sono
dedicate a codificare situazioni di eccezione quali NaN, +Inf, -Inf e altro, inoltre
sono codificati i denormal numbers che permettono di memorizzare numeri di
valore assoluto piu piccolo del minimo altrimenti consentito. Per questo motivo
i limiti dell’esponente sono leggermente diversi.

Una rappresentazione basata su 80 bit e adottata nei coprocessori matematici
della serie Intel 8087 e successivamente nel Motorola 68881, & larappresentazione
estesal che usa 64 bit per la mantissa, 15 bit per ’esponente e un bit per il
segno. Il numero di cifre della rappresentazione in questo caso ¢ t = 65, e
corrisponde a poco piu di 19 cifre decimali. Il massimo e minimo esponente
consentiti forniscono una copertura dei numeri positivi nel segmento [3.65 x
1074951 1.19 x 10%932).

Sistemi di rappresentazione numerica a precisione variabile sono stati proget-
tati per venire incontro a certe applicazioni, come quelle incontrate nei problemi
di critto-analisi, in cui sono richieste alte precisioni di calcolo. Vale la pena cita-
re uno dei pacchetti tra i piu efficienti e di libero uso, coperto dalla licenza GNU,
che ¢ i1\ GMP - GNU MultiPrecision Arithmetic Library, dove sono implementa-
ti gli algoritmi piu sofisticati e veloci per la moltiplicazione di numeri dotati di
molte cifre, quali il metodo di Karatsuba, e ’algoritmo di Schoenhage-Strassen.

3.2 Aritmetica di macchina

Si osservi che se a,b € F(t, B,m, M) non ¢ detto che ¢ = aopb appartenga
ad F, dove "op” ¢ una delle quattro operazioni aritmetiche. Quindi per poter
operare sui numeri di F dobbiamo introdurre una aritmetica approssimata nel
seguente modo

¢ =alop]b, alop]b=tronc(aopb)

dove tronc(z) indica il troncamento del numero reale z a ¢ cifre. In questo modo,
se nello svolgere ’operazione aritmetica non si verificano situazioni di underflow



o di overflow, e ¢ # 0, allora per la Perrore relativo 6 = (¢ — ¢)/c & tale
che |6] < u. Analogamente per n = (¢ — c)/é vale |n| < u dove u = B'~t ¢ la
precisione di macchina. Possiamo quindi scrivere che

¢=(alop]b) = c(1+6) =¢/(1+n), |6 |n] <u. (3)

L’errore relativo commesso § (rispetto a ¢) o 7 (rispetto a ¢) nel mantene-
re il risultato dell’operazione dentro l'insieme F viene chiamato errore locale
generato dall’operazione floating point. Cio definisce una aritmetica approssi-
mata nell’insieme F che purtroppo non gode di molte delle proprieta formali
algebriche. In particolare per I'aritmetica floating point non vale ’associativita
delle operazioni e la distributivita del prodotto rispetto alla somma. Inoltre
ogni operazione aritmetica & potenzialmente sorgente di errori. Diventa quindi
particolarmente importante capire se e quando questi errori generati possono o
meno alterare il risultato di un calcolo in modo significativo.

4 Errori nel calcolo di una funzione

Supponiamo di avere assegnata una funzione f : Q@ C R™ — R. Il nostro
desiderio & quello di calcolare il valore di f(x) per un valore assegnato di = €
Q C R™. Purtroppo dobbiamo accontentarci di calcolare f(Z) dove & € F*NQ e
una n-upla di numeri di macchina tali che Z; = x;(1 +¢;), dove ¢; sono gli errori
di rappresentazione tali che |¢;| < u. Operando in questo modo, gia prima di
iniziare i calcoli, abbiamo a che fare con 'errore relativo

definito se f(x) # 0. Tale errore viene chiamato errore inerente ed & l’errore
dovuto agli errori di rappresentazione. Cioe esso e indotto nella funzione dal
fatto che il valore della variabile indipendente z € R™ viene alterato in £ € F™.

4.1 Funzioni razionali

Supponiamo ora che la funzione f(z) : R — R sia razionale, cio¢ una funzione
data dal quoziente di due polinomi, dove ) ¢ I'insieme dei valori in cui il de-
nominatore non si annulla. Le funzioni razionali sono le sole che si possono
calcolare con un numero finito di operazioni aritmetiche. Vogliamo calcolare il
valore di f(Z) eseguendo una opportuna sequenza di operazioni aritmetiche che
per semplicita definiremo algoritmo di calcolo o pit semplicemente algoritmo.
Nella realizzazione in aritmetica floating point di un algoritmo ogni operazione
aritmetica potenzialmente introduce un errore locale limitato superiormente in
valore assoluto dalla precisione di macchina.

In questo modo il valore che otteniamo alla fine dei calcoli in generale
non coincidera con quello di f(Z) ma sard qualcosa di diverso in generale che
indichiamo con ¢(Z). Definiamo quindi I’errore algoritmico come



e

L’errore algoritmico € quindi generato dall’accumularsi degli errori locali
relativi a ciascuna operazione aritmetica eseguita in floating point.
Chiamiamo invece errore totale la quantita

€tot = LA A
f(x)
che esprime di quanto il valore effettivamente calcolato ¢(Z) si discosta dal
valore f(x) che avremmo voluto calcolare.
Si puo dimostrare facilmente che vale

€tot = €in T €alg + €in€alg = €in + €alg (4)

dove col segno = indichiamo 1'uguaglianza delle parti lineari negli errori. Di
fatto, con 'operazione = manteniamo solamente la parte lineare nell’errore tra-
scurando tutti i termini di ordine quadratico o superiore. Questo tipo di analisi,
detta al primo ordine € significativa in concreto poiché nella pratica gli errori
sono piccoli e i loro prodotti o le loro potenze intere con esponente maggiore di
1 diventano trascurabili.

La dimostrazione di ¢ un semplice conto. Vale infatti
€tot = ?Eii 1= ?E;; ﬁg — 1= (Ealg + ]-)(ein + ]-) —-1= €alg + €in + €alg€in-

Cioe, in una analisi al primo ordine, ’errore totale puo essere scisso nella
somma dell’errore inerente e di quello algoritmico. Per cui basta studiare sepa-
ratamente questi due tipi di errori per avere il valore dell’errore totale. E quindi
importante disporre di strumenti per studiare l’errore inerente ¢, e l’errore
algoritmico €.

4.2 Funzioni non razionali

Nel caso di una funzione non razionale g(z) :  C R — R, vale ancora la defi-
nizione di errore inerente, mentre non possiamo definire un errore algoritmico
poiché g(z) non puo essere calcolata in un numero finito di operazioni aritmeti-
che. Per poter calcolare g(x) dobbiamo selezionare una funzione razionale f(z)
che ben approssimi g(x). Per questo introduciamo ’errore analitico definito da

f(z) —g(x)
g(z)

che esprime di quanto si discosta la funzione razionale f(x) dalla g(z).
Un esempio tipico ¢ il calcolo di e*, con x > 0, mediante la formula

€an =

+oo 4

X
€w:§ -
7!

=0



per cui si puo scegliere la funzione razionale

dove n & sufficientemente grande in modo che il resto 2" 1ef /(n+1)! < 2" e /(n+
1)!, con 0 < £ < =, sia minore di ue®. Questo si ottiene se n & tale che 2" /(n+
1)! < w. Infatti, sotto quest’ultima condizione, aggiungere ulteriori addendi alla
quantita Y., x’/i! non cambia le prime ¢ cifre della rappresentazione in base.

La scelta di g(z) puo essere fatta in vari modi ad esempio troncando degli
sviluppi in serie, come si € fatto nel calcolo dell’esponenziale, oppure mediante
tecniche di interpolazione, approssimanti di Padé ed altro ancora.

Considerando l'errore totale come (¢(%) — g(x))/g(x), si pud dimostrare la
seguente proprieta

€tot = 6in+6alg+6an(i')'i_einealg"_einean (j)+6alg6an (-’E)""Ealgean (i‘)ein = 5in+€alg+€an(j)~
Infatti si ha
_e@ @) f@) 9(@)

€tot —

glz) ~ f(@) g(2) g(x)
(€atg + 1) (€an(Z) + 1) (€ +1) — 1

= €alg + €an(T) + €in + €alg€in + €alg€an(T) + €an(T)€in + €alg€an (T)€in.

Quindi, ai fini dell’analisi degli errori possiamo studiare separatamente gli
errori di €in, €alg, €an. Per quanto riguarda ’errore analitico possiamo usare gli
strumenti dell’analisi e della teoria dell’approssimazione di funzioni. Lo studio
dell’errore inerente e algoritmico viene riportato di seguito.

4.3 Analisi dell’errore inerente

Se n = 1, cioe se f(z) : R — R, allora assumendo che f(z) sia definita e
derivabile almeno due volte con continuita nel segmento di estremi x e &, uno
sviluppo in serie di Taylor di f(z) fornisce

1

f(@) = f@) + @ = 2)f'(2) + 5@ = 2)°f(€), & —al <|¢-7].

Da cui, considerando ’errore di rappresentazione d, = (Z — x)/z, si ricava

of @) ) . - af(a)
i@ PTG ©)
zf'(x)

La quantita ) che compare nella (5] viene detta coefficiente di amplifica-
zione e ci dice di quanto l'errore relativo §, presente nei dati viene amplificato
(o ridotto) nel valore di f(z) in una analisi al primo ordine. Ad esempio, se
f(z) = 2P, con p intero, un semplice calcolo mostra che il coefficiente di amplifi-
cazione di f(x) & p, cioé un errore relativo §, presente nella x viene amplificato

€in = 6$

10



di p volte nella f(z). Mentre per la funzione 2!/ il coefficiente di amplifica-
zione & 1/p, cioé 'errore relativo nella  viene ridotto di p volte nella f(z). Se
f(z) = logz allora il coefficiente di amplificazione & 1/logx. Per cui, se x > e
o se x < 1/e ¢’¢ una riduzione di errore.

Si osservi che la definizione di errore inerente non richiede che f(z) sia ra-
zionale, basta solo che sia definita e sufficientemente regolare sull’intervallo di
estremi z e 7.

Nel caso di funzioni f : R® — R vale una formula analoga per l’errore

inerente. Infatti, posto z = (x;) e 0., = (¥; — x;)/x; per i = 1,...,n, risulta
n z; 35(96)
€in = 61’1017 C’L - 7% (6)
2 o

Le quantita C; sono i coefficienti di amplificazione rispetto alla variabile x;, per
i=1,...,n, dove il simbolo df(x)/0x; denota la derivata di f(z) rispetto alla
variabile x;.

Legato all’errore inerente ¢ il concetto di condizionamento di un problema.
Si dice che un problema & ben condizionato se una ”piccola” variazione relativa
dei valori di input produce una ” piccola” variazione relativa dei valori di output.
Si dice mal condizionato se una piccola variazione relativa in input produce una
7grande” variazione relativa nell’output. In altri termini, il condizionamento
di un problema, quale il calcolo di una funzione, & ben o mal condizionato a
seconda della grandezza in modulo dei coefficienti di amplificazione.

4.4 Analisi dell’errore algoritmico

Per D'errore inerente abbiamo introdotto lo strumento dei coefficienti di ampli-
ficazione che ci permette, mediante uno studio analitico, di calcolare tale errore
in modo agevole. Per studiare I’errore algoritmico occorre faticare un po’ di piu.

Per studiare ’errore algoritmico consideriamo la pit semplice funzione pos-
sibile f(z1,22) = x1 0p 2, dove op € una delle quattro operazioni aritmetiche,
col piu semplice algoritmo possibile: quello che esegue una singola operazione
aritmetica

S = X1 0pT2.

Nell’esecuzione di questo semplice algoritmo in aritmetica floating point 'u-
nico errore generato dall’aritmetica approssimata € ’errore locale § generato
dal troncamento del risultato dell’operazione aritmetica. Infatti il valore §
effettivamente calcolato € dato da

5= (Z10pZ2)(1+9),

dove |§| < u & Perrore locale, &1 = 21(1 + €;,) € T2 = x2(1 + €4,) sono i valori
approssimati degli operandi. Gli errori e, e €, possono essere gli errori di
rappresentazione di z; e di xo, se essi sono dati in input, oppure possono essere
gli errori accumulati nelle operazioni precedentemente svolte per calcolare z; e

11



Operazione o Cy
moltiplicazione 1 1
divisione 1 -1
s ] To
addizione FTE S
sottrazione Z1 ——E2_
Tr1—X2 Tr1—x2

Tabella 2: Coefficienti di amplificazione delle operazioni aritmetiche

e.(2) (o)
e\ o /o

0

€,=0+C,e,+C.e,

€p

Figura 1: Errore totale in una singola operazione aritmetica

2. Quest’ultimo caso € quello che si avrebbe considerando questa singola ope-
razione aritmetica come singola parte di un algoritmo piu complesso costituito
da piu operazioni.

Dalla ¢ evidente che l'errore totale in s, al primo ordine, ¢ dato dalla
somma dell’errore algoritmico cioe § e dell’errore inerente, cioe Che;, + Caéy,,
dove C; e Cs sono i coefficienti di amplificazione relativamente a z; ed a zo
della funzione f(x1,z2) = 21 op 22, cioé

§=(xy0opx2)(l4+ 6+ Creyy + Coey,).

Diventa quindi determinante studiare i coefficienti di amplificazione delle quat-
tro funzioni xy + x9, T1 — Ta, T1 X T, T1/Ta.

Un semplice calcolo ci permette di ottenere i coefficienti di amplificazione
Cy e Cs relativi alle due variabili 1 e xo che sono riportati nella tabella 2.

La figura mostra in modo grafico il flusso delle operazioni e degli errori
nell’esecuzione di una singola operazione applicata agli operandi a e b.

Si osserva che le operazioni di moltiplicazione e di divisione non amplificano
eventuali errori presenti negli operandi. Anche I’addizione tra numeri di segno
concorde ha dei coefficienti di amplificazione piu piccoli di 1 in valore assolu-
to.caso L’unica operazione pericolosa che puo amplificare in modo incontrollato
gli errori presenti nei dati € la sottrazione di numeri concordi o ’addizione di nu-
meri discordi in segno. Infatti in questi casi i rapporti 21 /(x1+x2) e x2/(x1+22)
possono assumere valori arbitrariamente grandi in valore assoluto.
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Questo fenomeno di amplificazione degli errori che si manifesta nel caso di
somma di numeri di segno opposto o sottrazione di numeri di segno concorde
viene chiamato cancellazione numerica. Il termine € motivato dal fatto che due
numeri dello stesso segno che nella sottrazione danno un risultato piccolo in
valore assoluto hanno necessariamente molte cifre in comune che si cancellano
nell’operazione di sottrazione.

Esempio. Siano a = 0.12345678 e b = 0.12345675 le rappresentazioni in
base 10 di due numeri. Siano a = 0.12345679, b = 0.12345674 i due valori
perturbati in cui ¢, = 0.81 X 1077, ¢, = —0.81 x 10~7. Risultac=a —b =
0.3 x 1077, mentre ¢ = @ — b=0.5x 107, dove la sottrazione & svolta in modo
esatto. L’errore che compare nel risultato & (¢ — ¢)/c = 0.4. Si ¢ passati da un
errore relativo in a e in b dell’ordine di 1 su 10 milioni ad un errore relativo
nel risultato del 40%. Nello svolgere la sottrazione si verifica la cancellazione di

cifre
0.12345679 —

0.12345674 =
0.00000005

E importante ribadire che il fenomeno della cancellazione consiste nella am-
plificazione degli errori presenti negli operandi e non & dovuta all’errore locale
dell’addizione o sottrazione eseguita.

Affinche un algoritmo non amplifichi troppo l'errore & importante fare in
modo che non si presentino delle cancellazioni nei singoli passi dell’algoritmo
stesso. Questa semplice regola pratica puo essere applicata senza difficolta in
molte situazioni. Abbiamo quindi la seguente ricetta da seguire

Evitare di addizionare numeri di segno opposto o, equivalentemente,
di sottrarre numert dello stesso segno

Esempio. Nel calcolare le radici di un polinomio di secondo grado ax? +
bx + ¢ viene generalmente usata la formula

-b+VA

2a

In almeno una delle due operazioni in cui il segno + & coinvolto si verifica

una cancellazione numerica. Ad esempio, se ¢ b > 0, allora il calcolo di x1 =

—b+ /A comporta una somma di numeri di segno opposto, mentre il calcolo

di 25 = —b — /A & sicuro. La cancellazione nel calcolo di puo essere evitata

utilizzando il fatto che zyzo = ¢/a per cui possiamo scrivere 1 = ¢/(a * x2).
Quest’ultima formula non comporta cancellazioni numeriche.

Esempio. Nell’approssimare il valore di e” per un valore assegnato di x

possiamo usare lo sviluppo in serie

A = b% — 4ac.

.7}2 .173
f=l+a+ 45+

13



e sommare finche il risultato non cambia piu cioe finché il resto dello sviluppo
in serie diventa piu piccolo in valore assoluto della precisione di macchina per
e®. Se x > 0 non si verifica cancellazione, ma se x < 0 abbiamo una somma a
segni alterni in cui, se x << —1 il risultato finale ¢ molto piu piccolo rispetto
agli addendi. Quindi la formula genera cancellazione. In tal caso possiamo
rimuovere il problema scrivendo e* = 1/e™® e approssimando lo sviluppo in
serie di e™” che si riconduce ad una somma di termini positivi.
Esempio. Un altro esempio significativo riguarda il calcolo della somma

2n 1
(—1)i-1 1 1 1
ASRCAR— —— -
Z 1 2+3 4:+

i=1

Se applichiamo la formula cosi com’¢ andiamo a sommare e sottrarre quantita
positive e quindi si incorre nella cancellazione. Se invece riscriviamo ’espressione

come
n n

1 1 1
;21‘*1_221,;21'(2@*1)

andiamo ad eseguire solo somme di numeri positivi evitando cancellazione.

Un modo per valutare l'errore algoritmico generato da un algoritmo di cal-
colo consiste nell’applicare a ciascuna operazione aritmetica ’analisi descritta
sopra. Possiamo vedere questo nel caso del calcolo della funzione a® — b? me-
diante i due seguenti schemi di calcolo

Schema 1
s1=axa
SQZbXb

83 = 81 — 82

Schema 2
s1=a+b
so=a—>

S§3 = S1 X Sg

Il primo algoritmo esegue due moltiplicazioni e una addizione, il secondo
una addizione, una sottrazione e una moltiplicazione. I due algoritmi sono
rappresentati dai grafi in ﬁgura

Denotando con ¢; I’errore algoritmico sulla variabile s;, per il primo algoritmo
si ha: €1 = 61, €2 = 09, da cui

2 2

2 01 — ’
a? — b2 a? — b2

€3 = 03 + o

che ci fornisce la maggiorazione al primo ordine
a2 + bQ

|€3| < U(l + m)
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Figura 2: Due algoritmi per il calcolo di a? — b?

T
0

Nel secondo algoritmo si ha €; = d1, €2 = d2 e quindi
€3 =03+ 91 + 02
da cui la maggiorazione al primo ordine
les| < 3u.

Un modo formalmente diverso, ma sostanzialmente equivalente di condurre
una analisi dell’errore consiste nell’applicare la relazione ad ogni operazione.
Ad esempio nel caso del secondo algoritmo, la formula s3 = (a — b)(a + b) si
trasforma in

§3 = [(CL — b)(]. +51)][(a+b)(1 + 52)](1 +53) = (a2 - b2)(1 +51 +52 +53)

5 Analisi all’indietro (backward analysis)

L’analisi dell’errore che abbiamo descritto ha I’obiettivo di arrivare a dare mag-
giorazioni al valore assoluto dell’errore algoritmico ottenuto alla fine dei calcoli
ed e chiamata analisi in avanti. Generalmente una analisi di questo tipo e piut-
tosto tecnica e laboriosa. Una possibilita diversa che in molti casi semplifica
lo studio dell’errore & 1'analisi all’indietro introdotta da lJ. H. Wilkinson! La
descriviamo prima nel caso di una singola operazione.

Consideriamo la somma z € R di due numeri di macchina z,y € F, cioe
z = x +y. Se 'operazione viene eseguita in aritmetica floating point si otterra
un valore Z € F tale che Z = (x 4+ y)(1 4 ¢) dove |0] < u. Questa espressione la
possiamo scrivere in questa forma

Z=2+y, t=z(1+6)€eR, yg=y(1+,) R

Cioe il risultato effettivamente calcolato in aritmetica floating point lo posso
vedere come il risultato calcolato in modo esatto a partire pero dai valori & e ¢
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Figura 3: Analisi all’indietro dell’errore

che rispetto ai valori originali x,y hanno un errore relativo rispettivamente 4,

e 0y.

In generale, sia f(x1,...,2,) una funzione razionale e si denoti ¢(x1, ..., x,)
la funzione definita su F™ i cui valori sono ottenuti calcolando f(z1,...,z,)
con 'aritmetica di macchina. Nell’analisi all’indietro dell’errore si cercano delle
perturbazioni 4y, ..., d, tali che denotando con &; = x;(146;) peri=1,...,n
risulti

(p(xla"'vxn) :f(i'laajn)

Cioe si cerca di esprimere il valore di una funzione effettivamente calcolato in
aritmetica di macchina come il valore della funzione originale f(z1,...,,) cal-
colato pero in un punto & = (&1, .. ., &, ) leggermente spostato. Lo scopo & quello
di dare delle maggiorazioni al valore assoluto delle perturbazioni ¢;. In questo
modo ’errore algoritmico viene visto formalmente come un errore inerente, cioe
causato da una perturbazione dell’input. A questo punto, se vogliamo dare
maggiorazioni all’errore algoritmico conoscendo limitazioni superiori al valore
assoluto delle perturbazioni, possiamo applicare i coefficienti di perturbazione e
usare l’espressione .

La figura E mostra graficamente l'idea alla base della analisi all’indietro
dell’errore.

Occorre dire che in generale non & sempre possibile svolgere una analisi
all’indietro. Questo accade tipicamente quando il numero di variabili in gioco &
inferiore al numero di operazioni da svolgere.

6 Esempi
L’errore totale generato nel calcolo del prodotto di » numeri si analizza facilmen-
te sia mediante una analisi in avanti che mediante una analisi all’indietro. Sia

f(z1,...,2,) =[], z;. 1l coefficiente di amplificazione rispetto alla variabile
x; ¢ 1. Quindi 'errore inerente ¢ dato al primo ordine da

n
€in = E €xi»
=1
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per cui, se |e;,| < u allora || < nu.
Per quanto riguarda ’errore algoritmico, calcolando il prodotto mediante la
formula
(- (1 X x2) X x3) X +++) X Ty
si ha

n—

n 1
i=1  j=1

dove §; € lerrore locale dell’i-esima moltiplicazione. Per cui 'errore algoritmico
al primo ordine & maggiorato in valore assoluto da (n — 1)u.

L’analisi all'indietro si effettua scrivendo la relazione precedente come [}, Z;
conZ; =x;(1+6;)peri=1,....,n—1, &, = .

Una situazione piu problematica si incontra nello studio degli errori di una
somma di n termini. Infatti, gia nell’analisi dell’errore inerente si incontrano

coefficienti di amplificazione dati da

n
.’I?l/ Z €
j=1

che possono avere valore assoluto arbitrariamente elevato a meno che la som-
ma non abbia tutti addendi dello stesso segno. In questo caso la somma dei
valori assoluti dei coefficienti di amplificazione fa 1 per cui ’errore inerente e
maggiorato in modulo al primo ordine da u.

Invece per I'errore algoritmico occorre prima specificare in che modo la som-
ma di n addendi viene calcolata. Due tra i numerosi modi diversi, legati alla
proprieta associativa dell’addizione, sono dati dal metodo di somma in sequenza
e dal metodo di somma in parallelo. Il primo procede secondo lo schema

So =T
$i =8i—1+Zip1,peri=1,...,n—1

Il secondo procede in base allo schema che per semplicita riportiamo nel caso
di n = 2P, p intero positivo.
s =x;peri=1,...,n

sgk) zsg]:ll) +s$71) peri=1,....n/2" k=1,2,...,p— 1.

Se n non fosse potenza intera di 2 basta porre x; =0 peri=n+1,...,2P
dove 2P & la piu piccola potenza intera di 2 maggiore o uguale a n.

I grafi relativi al flusso delle operazioni sono riportati nelle figure [4

Di seguito si riportano i codici Octave dei due metodi di somma dove la
somma in parallelo viene implementata in modo ricorsivo.

function s=somma(x)
% Algoritmo di somma in sequenza
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Figura 4: Somma sequenziale
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Figura 5: Somma in parallelo

18



Errori algoritmici | sequenziale | parallelo
crescente (n—1)u [logym|u
decrescente Su [logyn|u

n=length(x);
s=x(1);
for i=2:n
s=s+x(i);
endfor
endfunction

function s=somma_p(x)
% Algoritmo di somma in parallelo
% implementazione ricorsiva
n=length(x) ;
if n==
s=x(1)+x(2);
elseif n==
s=x(1)
else
if mod(n,2)==0 % n pari
y=x(1:2:n)+x(2:2:n);
s=somma_p(y) ;
else % n dispari
y=x(1:2:n-1)+x(2:2:n-1);
s=somma_p (y)+x(n) ;
endif
endif
endfunction

Si puo dimostrare che nel caso di coefficienti non negativi ’errore algoritmico
generato dai due algoritmi con i due ordinamenti diversi & maggiorato al primo
ordine dalle seguenti quantita

Una analisi all’indietro del metodo di somma sequenziale fornisce il seguente
risultato

float (somma(x)) = > &, & =z(1+e"), || <u(n—i+1)
=1

Per dimostrare questo si procede per induzione su n. Se n = 2 allora
ﬂoat(xl +CE2) = (SUl +1’2)(1+51) = :il +f2, dove i’l = $1(1+51), fg = $2(1+51)
con |01| < u, e quindi la proprietd & valida. Assumendo valida la proprieta per
n — 1 si considera il caso n. Vale s, = s,,_1 + x,,, con s, = 2?21 x;. Per cui,
il valore effettivamente calcolato §,, € tale che 5, = (8,—1 + x,)(1 + 0,—1) con

n—1

dp—1 errore locale dell’addizione. Ne segue 5, = >, x;(1+ e(n_l))(l +0n_1)-

%
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Da cui egn) = €§n71) +,_1peri=1,...,n—1, e%") = 0p—1. Quindi |6§n)| <
|6£n71)\ +u <n—1+1. La dimostrazione e completa.
Una analisi all’indietro del metodo di somma parallela fornisce il seguente

risultato
float(somma_p(x Zx“ T, =1+ ¢€), el <ullogyn].

Per semplicita dimostriamo questo fatto nel caso in cui n = 29 con ¢ intero
positivo. Nel caso generale basta aggiungere addendi nulli fino ad arrivare ad
un numero di addendi uguale alla prima potenza di 2 maggiore o uguale ad n.
Riscriviamo ’algoritmo nel seguente modo:

(0)—x- i=1,...,n
7 - (2] -
s = g’:>1+sg';>, i=1,...,n/2% k=01,...,p—1

Dimostriamo per induzione su k che §§k) = s( )(1 + e ) \e(k)| < ku. Per
k = 0 la relazione & chiaramente verificata. Per il passo mduttlvo si ha

~(k+1 k ~(k k k
s = 39 a1+ 6™, 15%) < w
Da cui
a cul ~(k+1) . ( ) (k) (k) (k) (k)
5; = 1A +ey” | +6;7) + ss; (1+521 +6;").
D) — 1€ 4+ 6| < (k4 1 e, simil-
mente, |€2k+1)| | 21‘ Z‘ \ < (k + 1)u. Questo completa la dimostrazione.

Dall’ipotesi mduttlva si deduce che |e2

Un esempio significativo di analisi all’indietro riguarda il calcolo del deter-
minante di una matrice tridiagonale n x n

ap b

Infatti, denotando con z,, = det A,,, calcolando il determinante con regola
di Laplace dello sviluppo per righe si ha

Tp = AnTp—1 — Cnbnflxn72
T = ay,
o — 1.

I valori Z; effettivamente calcolati verificano la relazione

Zn = an@n_1(1+ an)(1+ Bn) — cubp_1Zn—2(1 + Bn) (1 + ) (1 + 6,)
i‘l = az,
iy = 1.
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dove au,, B, Yn € 0y, sono gli errori locali generati nelle quattro operazioni aritme-
tiche e sono maggiorati in valore assoluto dalla precisione di macchina u. Per cui,
definendo a,, = an(1+a,)(148,) e bp—1 = bp_1(140,), ¢n = cn(14+6,) (1+v5),
si ottiene

Tp = ApTp_1 — énbnfli'nfl

Z1 = aq,

To = 1.
cioe i valori effettivamente calcolati sono i determinanti delle matrici tridiagonali
definiti da a;, b e ¢ Inoltre, in una analisi al primo ordine, le perturbazioni
relative indotte nelle variabili di input a.,, b,,_1 € ¢, sono limitati rispettivamente

da 2u,u e 2u. Si ha quindi un algoritmo stabile all’indietro.

7 Esercizi

In questo paragrafo abbiamo raccolto esercizi relativi all’analisi degli errori alcu-

ni dei quali riportano la risoluzione. Spesso useremo il simbolo < per denotare

la diseguaglianza a meno di termini di ordine u? o superiore.

Un modo sistematico per trattare I’analisi all’indietro, che conviene usare
quando una analisi piu diretta diventa difficoltosa, & operare nel seguente modo.
Supponiamo per semplicita di dover valutare una funzione di 3 variabili f(z, vy, z)
denotiamo ¢(x,y, z) la funzione effettivamente calcolata in aritmetica floating
point ed esprimiamola in termini degli errori locali sostituendo ogni operazione
aritmetica del tipo aopb con 'operazione di macchina (aopb)(1 + €) dove € &
'errore locale tale che |e] < u. Denotiamo poi & = z(1+ 6,), ¥ = y(1 + Jy),
2 = z(1+0,) i valori perturbati rispettivamente di z,y, z. Per ricavare le tre
perturbazioni incognite 4, d,, d si scrive il sistema lineare ottenuto uguagliando
le parti lineari negli errori di f(&,9,2) e di ¢(x,y,z). Se il sistema lineare ha
soluzione allora ’analisi all’indietro puo essere completata risolvendo il sistema.

Un esempio di questo modo di procedere & dato nell’esercizio |1f che viene
affrontato nei due modi descritti.

Per ottenere stime dell’errore algoritmico, dopo aver svolto ’analisi all’in-
dietro, basta esprimere ’errore algoritmico in funzione delle perturbazioni cal-
colate e dei corrispondenti coefficienti di amplificazione. Questo ¢ mostrato
nell’esercizio 22

Per condurre I'analisi in avanti € possibile rappresentare 1’algoritmo in ter-
mini del suo grafo associato e applicare ad ogni nodo la proprieta che ’errore
presente nella variabile associata al nodo e dato al primo ordine dalla som-
ma dell’errore locale e dell’errore proveniente dagli operandi moltiplicato per i
coefficienti di amplificazione.

Un altro modo equivalente di procedere & sostituire ad ogni operazione del ti-
po aopb l'operazione di macchina (a op b)(1+e€), raccogliere la parte che contie-
ne gli errori locali e dividerla per il valore della funzione. Occorre poi maggiorare
il valore assoluto di questa quantita usando la diseguaglianza triangolare.
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Esercizio 1 Dati numeri di macchina x1, x2, 3, costruire un algoritmo nume-
ricamente stabile all’indietro per il calcolo di

f(x1, 22, 23) = T122 + T2x3 + T3T1.

Detto (1, 2, x3) il risultato fornito dall’algoritmo in aritmetica floating point,
si dimostri che esistono 1, da, 03 tali che p(x1,x9,23) = f(Z1,22,23), T3 =
x;(L+ 6;), per i = 1,2,3. Dare maggiorazioni a |d;|, 1 = 1,2, 3.

Soluzione. L’algoritmo, che si basa sulla formula

f(z1, 22, 23) = (21 + z3)T2 + (T123),

consiste nell’effettuare le seguenti operazioni:

81 =T3"T1,
S2 = I1 +1'3,
83 = S2 - T2,
S4 = 81 + 83,

dove f(x1,x2,x3) = s4. Se §;, 1 =1,...,4, sono i valori effettivamente calcolati,
otteniamo che

51 = (xgxl)(l + 61),

5y = (w1 4+ x3)(1 + €2),

§3 = 52.232(1 + 63),

54 = (51 + 53)(1 + 64)7
dove |¢;| < u,i=1,...,4 sono gli errori locali generati nelle singole operazioni
aritmetiche floating point per il calcolo di s;. Dunque si ha

(1,22, 23) = (w2(z1 + 23) (1 + €2) (1 + €3) + 2321 (1 +€1)) (1 + €4) =
l’g(xl =+ (E3)(1 —+ 62)(1 + 63)(1 =+ 64) =+ CC3£L’1(1 + 61)(1 —+ 64).

Se usiamo 'approccio sistematico abbiamo che, posto &1 = 1(1+01), T2 =
3?2(1 + (52), T3 = (L‘3(1 + 63), vale

f(i’l, i‘g,fig) = .’,Ell‘g(l + 51 + 62) + IQZEg(l + 52 + 53) + 131’1(1 + 53 + 51)

per cui, dalla relazione ottenuta prendendo le parti lineari negli errori in p(x1, 2, 23) =
f(&1, 2o, T3) si ottiene il sistema

1 1 0 (51 €2 + €3 + €4
0 1 1 52 = €2+ €3+ €4
1 01 03 €1+ €4

La soluzione del sistema ¢ data da d3 = (€1 + €4)/2, 02 = €2 + €3 + (€4 — €1)/2,
01 = (61 + 64)/2.
Invece seguendo un approccio piu diretto, poiché

(I+e)(1+e)=(1+e +eq)= (1+61—;—64) (1_’_61—;—64)7
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vale
333.’131(1 + 61)(1 =+ 64) = T3T1

dove &1 = z1(1 + 01), &3 = x3(1 + d3), dove 0 = 3 = % D’altra parte
+e)l+ea)(l+ea)=(1+teateatea)=
-1 .
+eategteq) (1+9F4)  (1+9F9) =

(1
(1
(1+ex+e3+eq) (1— ) (1+ 761;642) =
(1—%+62+63+%4) (1_’_7614554).

Dunque
xo(z1 +23)(1+ €2)(1 + €3)(1 + €4) = E2(T1 + T3)

dove T3 = x2(1+02) € §2 = — G +eate3+ 5. Quindi p(x1, 22, 23) = f(21, T2, T3)
dove & = z;(1+6;) e |6 < Lalflal <o (6] < 19l 4|6 4 Jeg| + 12l < 30,

|65] < lalflal <y, 0

Esercizio 2 Dati numeri di macchina z1, x5, costruire un algoritmo che calcoli
2
f(@1,@2) = a1/22 + @2/71

con tre operazioni aritmetiche. Si provi la stabilita all’indietro dimostrando che
esistono 01, 9y tali che p(x1,x9) = f(Z1,%2), T3 = xi(1 4+ &;), per i = 1,2, dove
(1, z2) ¢ il risultato fornito dall’algoritmo in aritmetica floating point. Dare
maggiorazioni a |d;], 1 = 1,2.

Soluzione. L’algoritmo si basa sulla formula

f(z1,22) = 21/ (22/71) + (v2/21)
ed e dato da
S1 = ﬂfz/xh

52:931/51,

53 = sg + 81,
dove s3 = f(z1,22). Operando in aritmetica floating point si ha
1= (1 + 6):E2/!,C1,

s
52 = (]. —+ 9)%1/51,
S3= (52 +51)(1 +n).

Dove abbiamo indicato con €, 8, n gli errori locali generati dalle singole operazioni
aritmetiche. Risulta quindi

e
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Vale allora
S3 = jl/(.’i‘g/i‘l) + (.f?z/i‘l)

dove si & posto &1 = x1(1 +1)%(1 +0), T2 = 22(1 +n)3(1 + 0)(1 + ¢€). Per cui,
essendo gli errori locali maggiorati in modulo dalla precisione di macchina
risulta [0, < 3u, |02 < 5u. O

Esercizio 3 Dati numeri di macchina x1, x5 # 0 costruire un algoritmo che
calcoli

flz1,20) = m%/xg + x%/xl

con 4 operazioni aritmetiche. Svolgere ’analisi in avanti dell’errore e dare mag-
giorazioni al valore assoluto dell’errore algoritmico. Si studi in particolare il
caso in cui z1zo > 0.

Soluzione. L’algoritmo si basa sulla formula

f(x1,22) = 21 (21 /22) + 2/ (21/72)

e consiste nell’effettuare le seguenti operazioni:

S1 :931/352,
S2 = T151,
53 = x2/81,

S4 = 82 + S3.

Indichiamo con €; lerrore algoritmico per il calcolo di s; e §; lerrore locale
dovuto alla operazione aritmetica svolta nel calcolo di s;. Vale allora ¢; = 0
con |01] < u.
Vale inoltre
€2 = 0z + €1,
€3 = 03 — €1,
€4 =104+ 2—ex+ i3,

S2+s3 S2+s3
con |§;| < u, i =2,3,4. Dunque
22 /2o 23 /21
=04+ = (5, + 6 2 (63—
“ 4+x%/x2+x§/x1( Lt 2>+x%/x2+x§/x1( 3= 01)
da cui ) )
el £ u (142 Iy T
|2t /22 + 23 /21| |2t /22 + 23 /21|

Nel caso z1z2 > 0 si ottiene |e4] < 3u.

Esercizio 4 Sia f(z,y) = zy+(2?)/y = x(y+z/y). Sieffettui I'analisi in avanti
dei due algoritmi per il calcolo di f(z,y) definiti dalle espressioni precedenti. Si
confrontino le prestazioni dei due metodi in termini di complessita e di stabilita
numerica. Si valuti anche l'errore totale.
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Soluzione. In una analisi al primo ordine I’errore totale &, la somma dell’er-

rore inerente e di quello algoritmico. L’errore inerente e dato da €;, = c1014c202
_x 0f _ 24y’ _y df _ Y=
flxy) 0z — y2+w? flzy) 0y — y*+z”

2 2
I u(l2x+y | N ly afl)_

dove |o;| < uperi=1,2ec; = co =

Dunque

2+l [y + o
Per 'analisi dell’errore algoritmico supponiamo che x e y siano numeri di
macchina.
Il primo algoritmo consiste nell’effettuare le seguenti operazioni:

s1 =Y,
So = 372,
§3 = 52/y7

S4 = 81 + S3.

Il numero di operazioni ¢ 4. Indichiamo con ¢; I’errore algoritmico per il calcolo
di s; e §; lerrore locale generato nel calcolo di s;. Vale e = §; e e3 = do, con
|6;] < u per ¢ = 1,2; inoltre

63553+62

-~ S1 53
€4 = 04+ s1tss 1 + 51+s3 €3

con |0;] < u, i = 3,4. Dunque, svolgendo i conti,

y° x
=4 0 03 + 0
€4 4+x+y21+m+y2(3+ 2),
da cui ) ]
. YL+ 2|z
gl L ull4+—").
l £ w1 )

Nel caso z > 0 si ottiene |es] < 3u.

Il secondo algoritmo consiste nell’effettuare le seguenti operazioni:

§1 = .Z'/y,
S2 = 51+ Y,
S§3 = IS9g.

Il numero di operazioni € 3. Indichiamo con ¢; l'errore algoritmico per il cal-
colo di s; e con J; l'errore locale generato dall’operazione aritmetica svolta nel
calcolare s;. Vale dunque €; = 4 con |d1| < u; inoltre

€2 = 0p + ¢

. s1+y
€3 = 03 + €2
con |6;| <wu, i=2,3.
Dunque, svolgendo i conti,
= 63+ 6 + ——0
€3 = —1,
3 3 4 02 PRy 1
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da cui

~ " )
el L ul2+ —— .
sl < 7+ 7

Nel caso z > 0 si ottiene |es] < 3u. O

Esercizio 5 Sia ¢g(z,a,b) = ax + b/x e si indichino con g1, g2 i valori ottenuti
calcolando g(z,a,b) con I'algoritmo

s1=a-x,
so =b/x,
g1 = 81 + S2,
e con l'algoritmo
t1=x-x,
to =a-ty,
t3 =12 +0,
ge = t3/x,

Dati a,b,x € F dire se esistono valori a,b,a,b € R tali che §; = g(:z:,d,l;),
g2 = g(z,a,b). Nel caso stimare il valore assoluto degli errori relativi d,, dp, €4, €
tali che a =a(l1+6,), b=0b(1+6), a=a(l+e€,), b=0b(1+¢).

Soluzione. Con il primo algoritmo, se S; e So sono i valori effettivamente
calcolati, allora §; = (ax)(1 + €1) e 52 = (b/z)(1 + €2) con |e1], |e2| < u errori
locali. Dunque il valore della funzione effettivamente calcolato sara

G1=(81+32)(1+e) = (ax)(1+ e1)(1 +€3) + (b/x) (1 + €2)(1 + €3),

con |e3] < u. Quindi §; = g(z,a,b) dove & = a(l + 6,), b = b(1 + ), e
[0a] = |e1 + €3] < 2u, |0p] = |e2 + €3] < 2u.

Con il secondo algoritmo, se #; sono i valori effettivamente calcolati, allora
t1 = 22(1 + €1), ta = (at1)(1 + €2), t3 = (o + b)(1 + €3) dove gli errori locali
sono tali che |e;|, |e2],|es| < u. Dunque il valore della funzione effettivamente
calcolato sara

go = (t3/x)(1 + 1) = (ax(1 + e1)(1 + €2) + b/a)(1 + €3)(1 + €a),

con |eg] < u. Quindi jo = g(z,a,b) dove & = a(l + 8,), b = b(1 + &), e
[0a] = |€1 + €2 + €3 + €4] < 4u, |0p] = |€3 + €4] < 2u. O
Esercizio 6 Si descriva un algoritmo per il calcolo di Zfial 2, dati = e k,
basato sulla seguente identita

i 2= (1+a)(l+22)(1+2%) - (1+z
i=0

2k—1

)
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che impieghi al piu 3k operazioni aritmetiche. Si scriva una function nella
sintassi di Octave che lo implementa. Si dia una maggiorazione al primo ordine
del valore assoluto dell’errore algoritmico nel caso in cui 0 < z < 1.

Esercizio 7 Per calcolare la funzione f(x) = 2® — 1, per valori di x € F, si
consideri I'algoritmo A; che calcola nell’ordine

S1 =T,
S =T+ 81,
83282—1,

dove f(x) = s3, e Palgoritmo Ay che si basa sull’identita f(z) = (z — 1)((z +
1)2 — ) e che calcola nell’ordine

ti1 =x+1,
to =11 -1y,
t3 =12 —x,
ty=x—1,
ts =13 - t4,

dove f(z) = ts.

a) Mediante un’analisi in avanti si diano maggiorazioni al primo ordine ay
e ap ai valori assoluti degli errori algoritmici generati rispettivamente da A; e
As.

b) Si dimostri che a5 & limitato superiormente da una costante e che a; puo
assumere valori arbitrariamente grandi.

Soluzione. Consideriamo l’algoritmo A;. Indichiamo con ¢; Uerrore algo-
ritmico per il calcolo di s; e d; l'errore locale dovuto all’operazione aritmetica
svolta nel calcolo di s;. Vale allora

€1 :617
€2 = 02 + €1,
. o
€3 = 03 + ieg,

con |0;] < u, i =1,2,3, da cui otteniamo

3

. X
63:(534-37
X

— (01 +02).

Passando ai moduli abbiamo
Ead

o] £ (1+2|x3_1|)u=a1<x>u,

quindi a4 () pud essere arbitrariamente grande quando z si avvicina a 1.
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Consideriamo ora ’algoritmo A5. Indichiamo con 7; I'errore algoritmico per

il calcolo di t; e o; 'errore locale dovuto alla operazione aritmetica svolta nel
calcolo di t;. Vale allora

T1 =01,

To =09 + T + T,

T3 =03 + %7’2,

T4 = 04,

Ts = 05 + T3 + T4,

con |o;| <wu,i=1,...,5, da cui otteniamo

(z+1)?

m(20’1 + 0'2).

5 =03 +04+ 05+

Passando ai moduli abbiamo

: (x+1)”
|7'5| < 3(1+1‘2+117+1 u:ag(x)m

e la funzione as € limitata superiormente da una costante.

Osservazione: Se x fosse un numero di macchina, per cui l'errore inerente
sarebbe nullo, ci sarebbe un chiaro vantaggio del secondo algoritmo sul primo
poiché lerrore algoritmico ha una maggiorazione migliore rispetto al primo. Se
peré x non fosse un numero di macchina, allora non ci sarebbe vantaggio di
un algoritmo rispetto all’altro. Infatti I’errore inerente sarebbe €;, = e””x?le),
dove € & I'errore di rappresentazione. Dunque ’errore inerente & arbitrariamente

grande quando z si avvicina a 1 e dominerebbe comunque sull’errore algoritmico.

Esercizio 8 Per calcolare I'espressione f(a,b,c,d) = (a* + bc)/(c + d) si consi-
deri I’algoritmo definito da:

s1=a-a,
so=b-c
S3=c+ d,
54 = 51 + 82,
S5 = S4/83,
dove f(a,b,c,d) = s5. Si provi che tale algoritmo & numericamente stabi-

le all’indietro nei punti in cui f(a,b,c,d) ¢ definita, dimostrando che il va-
lore p(a,b,c,d) effettivamente calcolato in aritmetica floating point & uguale
af (6,5,67 d~) per opportuni valori d,j), C, d. Si diano limitazioni superiori alle
perturbazioni |a@ — al, |b — b|, |¢ — ¢|, |d — d].

Soluzione. Indichiamo con §; i valori effettivamente calcolati di s;. Allora
S51=a-a(l+¢),
So=b-c(l+e),
33 =(c+d)(1+e3),
S4= (814 52)(1 + €4),
s5 = 51/33(1 + €5),
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con |¢;| < u. Allora, trascurando i termini quadratici negli ¢;, vale

5 - a®(1+e +es+e5)+be(l+e+es+es5) . a2 —be
’ (c+d)(1+e3) P

dove

a=a(l+0d,), 0= (e1+€s+¢€5)/2,
sz(l—l—éb), Op = €2 + €4 + €5 — €3,
¢=c(l+6.), d.=es,

d=d(1+0q), 64=es.

Esercizio 9 Per calcolare la funzione f(a,b) = a®+b?/a si consideri I’algoritmo
che svolge i seguenti passi:

S1 =a-a,
82:b'b7
SgZSQ/CL,

S84 = 81 + S3.

Si dimostri la stabilita all’indietro dell’algoritmo e si diano maggiorazioni al
primo ordine per |e,], |ep| tali che p(a,b) = f(a(l+€4),b(1+€p)), dove p(a,b) &
il valore ottenuto eseguendo l'algoritmo in aritmetica floating point con numeri
di macchina a,b. Si ricavi una maggiorazione al primo ordine del valore assoluto
dell’errore algoritmico nel caso in cui 2a3 > b > 0.

Esercizio 10 Si descriva un algoritmo per calcolare I’espressione

ac + be

fla.b.e) ===

che sia stabile all’indietro e si diano maggiorazioni ai valori assoluti delle per-
turbazioni dg, dp, 0. per cui p(a,b,c) = f(a(l + d4),b(1 + &), c(1 + d.)), dove
©(a,b,c) & il valore calcolato eseguendo ’algoritmo in aritmetica floating point
con numeri di macchina a, b, ¢, a # b.

Soluzione. Si usa l'espressione f(a,b,c) = c(a + b)/(a — b). Calcolando
in aritmetica floating point e denotando con ¢;, i = 1,2, 3,4 rispettivamente gli
errori locali generati nell’addizione, sottrazione, divisione e moltiplicazione si ha

¢(a,b,c) = (c(a+b)/(a—b))(1+€1)(1+e2)(1+e3)(1+€s) = f(a, b, c)(1+e1+extestes).

Ponendo quindi @ = a, b = b, ¢ = (1 + dc), con 0. = €1 + €3 + €3 + €,
risulta @(a,b,¢) = f(a,b,é). Vale inoltre |6.] < 4u. Si osservi inoltre che,
per definizione, indipendentemente dall’analisi all’indietro svolta, risulta €, :=
€1 + €2 + €3 + €4.
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Esercizio 11 Si consideri la successione {z}} definita da
xk‘-‘,-l:a'k:(xz)_‘_xk—l/bka k:1527"'a

dove g = x1 = 1 e ay, bg sono numeri di macchina. Siano Zj i valori ottenuti
applicando la formula in aritmetica floating point con precisione u. Si dimostri
che esistono €, 0, Kk =1,2,..., tali che

Fr1 = ap(Z2) 4+ T Jbr, k=1,2,...,
con Tp =11 =1, ax = ap(1+ 5<(1k)), by, = br(1+ 5£k)). Si diano maggiorazioni al
primo ordine in funzione di u a |6L(Lk)| e |5£k) |
Soluzione. Si calcola il passo k-esimo nel modo seguente

81 =Tk - Tk
§2 = Ak * S1

53 = x_1/by
Tp+1 = S2 + S3

Operando in aritmetica floating point e denotando Ty e Tx_1 le quantita calco-
late in aritmetica floating point nei passi precedenti, si ottiene

5 =& a1+ €M)

Sy =ap -5 (1+ Gék))

53 = (T2 /b) (14 )
Frar = (52 + 33)(L+ )

dove egk), i =1,2,3,4 sono gli errori locali generati nelle corrispondenti opera-

zioni aritmetiche. Si ottiene quindi
Fror1 = |ap@2(1+ )1+ eP) + (Fro1/br) (1 + eg’“))] 1+ €M)

Ponendo quindi ar = ax(1 + egk))(l + 6gk))(1 + eflk)) =: ar(1 + (5¢(1k)) e by =
b/ (14 ) (1 + €)= b(1 + 6{), risulta

Fr1 = @73+ T-1/bi
inoltre 64 = egk)—&—egk)—keik), 5ék) = —eék)—eflk), per cui \639)\ < 3u, |(5,§k)| < 2u.

O

P . k . .
Esercizio 12 Per calcolare la funzione f(z1,...,2,) = > p_; ;= z; si consi-
deri I'algoritmo seguente

S1 =1, Si:(1+3i—1)$ia 1=2,...,n.
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a) Si dimostri che l’esecuzione dell’algoritmo in aritmetica floating point
genera dei numeri di macchina §; tali che §; = (14 8;_1)%; , per i = 2,...,n
dove Z; = x;(1 + ¢€;), |€i] < 2u, 51 = s1 = 11 e u ¢ la precisione dell’aritmetica.

b) Nell’ipotesi che i dati z; siano compresi tra 0 e 1, si maggiorino i coefficienti
di amplificazione di f(x1,...,x,) e si usi il risultato del punto a) per dare una
maggiorazione al primo ordine dell’errore algoritmico.

Soluzione. a) Dimostriamo la proprietd per induzione. Se n = 2, vale
So = ((1 + 81)(1 + 041)).1'2(1 + Oég)

dove a1 e g sono gli errori locali generati dalle singole operazioni aritmetiche,
lag] < w, |ag] < u. Dunque 83 = (1 4 51)&2, dove g = 2(1 + €3) e |ea] =
oy + ao| < 2u e §; =81 = x7.

Supponiamo che sia §; = (1 4 §;_1)Z;, con &; = z;(1 + €;) e |&| < 2u, per
1=2,...,n—1. Allora

gn - ((1 + §n—1)(1 + al,n))mn(l + a2,n)

dove o, € a2, sono gli errori locali generati dalle singole operazioni aritmeti-
che, |a1n] < u, |agn| < w. Dacui §, = (1 + §,-1)%n, dove Z,, = 2, (1 +€,) €
len| = | n + 20| < 2u.

b) Poiché il valore effettivamente calcolato & f(Z1,...,&,), Uerrore algorit-

mico ¢ dato da €y = Z:-L:l ci€; dove ¢; = ma—i Dalla definizione di
of

]

f(z1,...,2,) segue che, poiché z; >0 peri=1,...,n,0< W‘Zz) < 1 per

ogni i. Dunque, poiché 0 < x; < 1 e |¢] < 2u, si ottiene €,g < 2nu. O

Esercizio 13 Dati un intero n > 1 e tre vettori a = (a;), ¢ = (¢;) € R™, b =
(b;) € R" ! si consideri il sistema Tx = ¢ dove T' = (¢; ;) & la matrice triangolare
inferiore tale che t;; = as, peri=1,...,n,tiy1, =b, i =1,...,n—1,et; ; =0
altrove. Descrivere un algoritmo per la risoluzione del sistema che impieghi al
piu 3n operazioni aritmetiche. Fare l’analisi all’indietro dell’errore e scrivere
una function nella sintassi di Octave che implementi ’algoritmo.

Esercizio 14 Siano u,v € R™ con u; = v; e si definisca la matrice n x n
An = (am-) tale che Aji4+1 = 17 1= 1, e, — 1, Qi3 = Uiy Q5,1 = Uy, 1= 1, ey
Si denoti d,, = det A,,.

a) Scrivere una relazione che lega d,, con d,,_1 e ricavarne un algoritmo per
il calcolo di d,, che impieghi non piu di 2n operazioni aritmetiche.

b) Scrivere una function con la sintassi di Octave che implementi I’algoritmo
del punto a).

¢) Dimostrare la stabilita all’indietro dell’algoritmo.
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Soluzione. a) Sviluppando il determinante della matrice 4,,, con n > 2,
rispetto all’ultima riga, si ottiene che d,, = und,_1 + (—1)"*1v,. Dunque d,
puo essere calcolato mediante ’algoritmo

dl = U1
di = uidi,1 + (—1)i+1’l)7;, 1= 2, oo

che impiega 2(n — 1) operazioni aritmetiche.

¢) Sia d; il valore effettivamente calcolato di d;. Vale

IS

i

1=dy =~u1 A
i = ((widi1) (1 + ) + (1) o)) A+ 5;), i=2,...,n

S

dove a4, B, con |a;l, |5 < u, sono gli errori locali. Dunque

di = ﬂz Ni—l + (71)i+16ia 1= 27 sy

dove 4; = u; (14 a;)(1 4+ ), ¥; = v;(1 4+ ;). Dunque il valore effettivamente
calcolato ¢ il determinante della matrice definita di vettori u, v, con elementi w;

e v, rispettivamente. O
Esercizio 15 Sono dati tre vettori b = (b;),u = (uw;),v = (v;) € R™, con
b1 = w3 = v1. Si consideri la matrice A, = (a; ;) di dimensione n X n con
Qi = bi, = 1, sy Ny A1 = U, Q41 = Uy, 1= 2, ey Si ponga dn = detAn.

a) Si scriva la relazione che lega d,, e d,,—1

b) Si implementi tale relazione in una function nella sintassi di Octave che
prende come input i tre vettori b, u, v e da in output il vettore d = (d;) € R"

¢) Si dica se tale formula & stabile all’indietro.

Esercizio 16 Scrivere una function nella sintassi di Octave che data una matri-
ce n X n, reale A con elementi diagonali nulli, calcoli la somma dei determinanti
di tutte le sottomatrici principali 2 x 2 di A. Svolgere un’analisi dell’errore del-
I’algoritmo implementato dando una limitazione superiore all’errore algoritmico
nell’ipotesi che A abbia elementi compresi tra 0 e 1.

Esercizio 17 La funzione f(z) = ﬁ puod essere scritta come f(z) = 1 —
. Si analizzi 'errore algoritmico nel calcolo di f(x) con i metodi ottenuti
dalle due diverse rappresentazioni. Dire quale dei due metodi ¢ numericamente

piu stabile.

Esercizio 18 Dato un intero n > 0 e assegnati i numeri reali positivi a;, b;, ¢;
peri=0,1,...,n,sidefinisca ;11 = a;+¢;b;/z;, peri = 0,1,...n, dove zg > 0
¢ assegnato. Siano z; i valori ottenuti calcolando gli z; con aritmetica floating
point con precisione u. Dire se esistono perturbazioni «;, f;,7; tali che posto
a; = ai(l + Oél‘), b; = bl(l + ﬁz), ¢ = Ci(l + ’Yi), risulta z;11 = a; + Eibi/i'i; in
tal caso si diano maggiorazioni a ||, |Bi], |vi| in funzione di .

Svolgere una analisi analoga nel caso del calcolo di z;11 = a; + ¢;b;/(a;x;).
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Esercizio 19 Sia n > 0 intero e sia s, = sp(a1,...,an,b1,...,b,) tale che
Sk = QkSk—1 +bk/8k_1 +bg, k=1,...,n, s9=1.

Determinare un algoritmo stabile all’indietro per il calcolo di s,. Denotando s
i valori calcolati dall’algoritmo in aritmetica floating point, dare maggiorazioni
a |ak| e |Bx| per cui 8, = $n(G1,...,0n,01,...,b,), dove ap = ar(l + ag),
b = bi(1 + Br).

Esercizio 20 Siano f(z),g(z) : R — R funzioni razionali e ¢ (), v(n) i risultati
forniti da due algoritmi per il loro calcolo applicati in aritmetica floating point
con precisione v a partire da numeri di macchina &, 7. Si assuma che in assenza
di overflow o underflow, esistano 1,02 € R tali che (&) = f(£(1+ 1)), v(n) =
g(n(1 + d2)), dove |01] < ub e |61] < uf, & > 0. Dimostrare che esiste € € R
tale che v(p(&)) = g(f(£(1 4 ¢€))), in assenza di overflow o underflow, e dare
maggiorazioni a |e| al primo ordine in funzione di u.

Esercizio 21 Descrivere un algoritmo numericamente stabile all’indietro per il
calcolo di f(z,y,2) = x/(yz) + y/(xz) e farne lanalisi all’indietro dell’errore.
Dire se 'algoritmo trovato puo generare errori di cancellazione numerica per
z > 0.

Soluzione. Vale f(z,y,z) = (x/y +y/x)/z per cui si puo usare il seguente
algoritmo

s1=x/y
s2 =y/x
83 = 81 + So
f=s3/z

Eseguendo l'algoritmo in aritmetica floating point si ha

$1=(z/y)(1+e1)
S2= (y/z)(1+ e2)
53 = (51 + 52)(1 + 63)
f=(33/2)(1 + ea)
dove ¢;, 1 = 1,2, 3,4 sono gli errori locali generati nelle corrispondenti operazioni
aritmetiche. Si ottiene allora
- Y . Y
=—( 1 1 =(1 1 1 =—(1 =(1 .
f yz( +er)(1+es)(Tea)+ -~ (1+e2)(1tes) (1+es) yz( terteste)t = (Iheteste)
Cerchiamo ora perturbazioni d,,d,,0, tali che i valori & = z(1 + 6,), § =
y(1+4,), 2 = z(1 + 4,), soddisfino la condizione f = f(Z,9,%). Imponendo
questa condizione sulla parte lineare degli errori si ottiene
0y =0y — 0, =€1+ €3+ €y
5y*6m*52 :€2+63+€4.
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Sommando e sottraendo le due espressioni si ottiene il sistema equivalente

0, = —(e3 +ea+ (€1 +€2)/2)
593 —(Sy 261/2—62/2

che ¢ risolto da 0, = €1/2, §, = €2/2, 6, = —(e3 + €4 + (€1 + €2)/2), per cui
|02] < w/2, |0, < u/2,|d.| < 3u. O

Esercizio 22 Descrivere un algoritmo numericamente stabile all’indietro per il
calcolo di f(x,y) = 2%/y + z e farne I'analisi all’indietro dell’errore. Utilizzare
tale analisi per determinare limitazioni superiori al valore assoluto dell’errore
algoritmico nel caso zy > 0.

Soluzione. Usando espressione f(z,y) = z(1 4 x/y) si pud calcolare f col
seguente algoritmo

slzx/ya
52251+1,
f=x-s0.

Operando in aritmetica floating point si ottiene

$1=(z/y) 1 +e1),
$2=(51+1)(1 +e2),

f:$'§2(1+63),

dove €1, €9, €3 sono gli errori locali generati dalle tre operazioni aritmetiche. Vale
quindi ~
f=2(+ (@/y)(1+e))(1+e)(1l+e2)

Per cui, posto & = z(1+€3)(1 +€2) § =y(1 +€3)(1 +€2)/(1 4 €1) vale
f=f@9).
Inoltre vale & = x(1+d1), § = y(1 + d2), 61 = €2 + €3, 62 = €3 — €1 — €2, per cui

101 < 2u, |d2] < 3u.

Per quanto riguarda ’errore algoritmico vale
€alg = (01 + Cy52

dove C, = (22%/y +x)/(2*/y + ), Cy = —(2*/y)/(x?/y + x) sono i coefficienti
di amplificazione di f(z,y). Risulta allora

leatg| < u(dfa?/y| + 2[a| + 3|a? /y]) /|a? [y + x|
Se xy > 0 si ottiene

latg] < ulTa?/y +2a|/|2® Jy + @ = uw(T = 5/(z/y + 1)) < Tu.
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Un’altra possibilita ¢ usare 1'algoritmo

s1=2x-x,
82 = $1/Y,
f=s2+2.

Procedendo in modo analogo, il valore effettivamente calcolato in aritmetica
floating point ¢ dato da

F=1?/y)A+ea)d+e)+a](1+e)

Ponendo allora # = z(14€3) e § = y(14€3)/((1+€1)(1+€2)) si ha f = f(&,7).
Vale quindi 2 = z(1+61), § = y(1 4 02), |01] < u, |2] < 3u. La limitazione

all’errore algoritmico ottenuta in questo modo e quindi migliore e, se zy > 0
vale

leat] < w(2|2?/y| + ||+ 3J2° /y])/|2* [y + @] < u(l+4]2* Jyl/|e® [y + z]) < 5u

O

Esercizio 23 Descrivere un algoritmo per il calcolo di

c+ Z a;/(b; — x)

numericamente stabile all’indietro e farne 'analisi all’indietro dell’errore.

Esercizio 24 Siano a, b, ¢ tre numeri di macchina. Per il calcolo di ab — bc si
considerino le seguenti espressioni

bla —c), ab—bc, a(b+c)—cla+b).

Dare limitazioni superiori al valore assoluto dell’errore algoritmico nei tre casi
e confrontare.

Esercizio 25 Si considerino le funzioni fr = fr(z1,.. ., Tk, y1s-- -, Yk)s Gk =
9k (X1, Tk, Y1, - - -, Yk ), definite da
Jrot1 = Trg1 fr 9k

* A k=01,....,n—1, (7)

gr+1 = (fi, — 9i)/ Ykt

dove fo = go = 1. Dare un algoritmo per il calcolo della coppia (fn,gn)
numericamente stabile all’indietro e farne ’analisi all’indietro dell’errore.

Soluzione. E sufficiente riscrivere la seconda delle due espressioni come

k1 = (f2—92)/yk+1 = (fe—9x) (fe+9k)/Yk+1. 1l valore calcolato in aritmetica
floating point ¢

Grv1 = [(fr = gr) (fre + 98) /Y1) (14 e) (14 pe) (1 + mg),
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dove e, pg, Nk, Yk sono gli errori locali generati rispettivamente dalla sottrazione,
addizione moltiplicazione e divisione. Si ha quindi

k1= (fx — g1) (fre + 91)/Jk41

con Jr1 = Yr+1/ (L + €)1+ pr) (1 +me) (1 + vk)) = yu(1 + 6k), 0 = —€x —
Lk — Nk — Vg per cui |0g] < 4u. O

Esercizio 26 Dare un algoritmo stabile all’indietro per il calcolo di f(a, b, ¢, z) =
—az"! 4+ b+ azx + cx? e farne I'analisi all’indietro dell’errore.

Soluzione. Vale f(a,b,c,z) = a(x — 1)(z + 1)/x + b + cx? da cui si ricava
I’algoritmo sintetizzato dalla formula

fla,b,c,2) = ((cx® +b) + a(x — 1)(x +1)/x)
che applicato in aritmetica floating point produce

f:cx2(1 +e)(1+e)(1+e3)(l+e€q)
+b(1 4 €3)(1 + €4)
+a(r —1)(z +1)/2(1 4+ e2) (14 01) (1 + 02) (1 + 63)(1 + 04)(1 + 05),

dove €1, ..., €4 sono gli errori locali commessi nell’esecuzione delle tre operazioni
aritmetiche nel calcolo di cz? + b e nell’operazione di addizione della quantita
cosl ottenuta con ’addendo successivo. Mentre 64, ..., 05 sono gli errori locali
commessi nell’esecuzione delle 5 operazioni aritmetiche nel calcolo del secondo
addendo a(x — 1)(z + 1)/2. L’analisi all’indietro si completa ponendo

c(l4+e)(1+e)(l+4e3)(1+eq) =:c(l+06.),
b(1 +e3)(1 +eq) =: (1 + dp),
a=a(l+e)(1+61)(14602)(1+05)(1+0,)(1+05)(1 +eq) = a(l+d,)

¢

>
Il

Vale quindi |0, < Tu, |6 < 2u, |6, < 4u. O

Esercizio 27 Si considerino le successioni {z} e {yx} definite da

Tror = (T FUk)/2, Yet1 = VIRUR

a partire da zg, yo > 0. Si dia una maggiorazione a 6 = max(|&x/|, |nx|) dove & e
Nk sono gli errori algoritmici nel calcolo rispettivamente di zj, e y;, in aritmetica
floating point con precisione u, dove la radice quadrata viene calcolata da una
funzione “di macchina” SQRT tale che SQRT(w) = w(l + €), |¢] < u. Se
u = 2752 qual ¢ il massimo valore di n per cui ci sono almeno 32 bit corretti nei
valori effettivamente calcolati di x,, e y,,7
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Esercizio 28 Descrivere un algoritmo stabile all’indietro per il calcolo di f(z,y, z) =
(xy + yz + zx)/(xyz) e farne l'analisi all’indietro dell’errore.

Soluzione Vale f(z,y,2z) =1/z+ 1/x+ 1/y per cui un algoritmo di calcolo
e dato da:

s1=1/z
so=1/x
s3=1/y
S4 = 81 + 82
f=81+s3

Una sua esecuzione in aritmetica floating point genera quantita date da

(1/2)(1 + €1)
(1/2)(1 + €2)
(1/y)(1 + €3)
S0=(514+82)(1 +¢€4)
f=(61+58)1+e)

51 =
Sg =
53 =

dove ¢;, ¢ = 1,...,5 sono gli errori locali generati rispettivamente nelle corri-
spondenti operazioni aritmetiche. Vale quindi

=@ +a)isa)s +1+a)l+alra);+1+alta);

da cui f = f(2,9,2) con & = /(1 + €5)(1 + ea)(1 + €2)) = (1 + 1), § =
y/(14+e)(1+4e€3)) = y(14+62) 2=2/((14+€)1+e)(1+¢€1)) =: z(1+d3),

dove 07 = —€5 — €4 — €2, 03 = —€5 — €3, 03 = —€5 — €4 — €1. Per cui |61 < 3u,

162] < 2u, 63| < 3u. O

Esercizio 29 Dare limitazioni superiori al valore assoluto degli errori algorit-
mici commessi nel calcolo di f(z) = 22 + x + 1 mediante le due espressioni

f@)y=z@z+)+1=(x+1)* -z

in aritmetica floating point con precisione di macchina u. Confrontare le due
limitazioni cosi ottenute per x > 0.

Soluzione. Detto f il valore effettivamente calcolato nel primo algoritmo
si ha

f

(z(z+1D)A+v) A +n)+ 1) +p)
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dove v, n, u sono gli errori locali generati rispettivamente dalla prima addizione,
dalla moltiplicazione e dalla seconda addizione. Per cui 'errore algoritmico
diventa
L@+ +r4p) +p
2+x+1

ealgl -

3la(x+1)|+1
|z24+2z+1]

Detto f il valore effettivamente calcolato nel secondo algoritmo si ha

F=((z+ 1?0+ p)P1+v)—z)1+n)

da cui |egg,| < u

dove p e Derrore locale della prima addizzione, v € l'errore locale dell’eleva-
mento a quadrato, mentre n ¢ l'errore locale della sottrazione. Per cui l’errore
algoritmico diventa

(@ + 1) (p+v+20) +nz

Calgs = 224+x+1

A(z+1)* +|x]
|z24+2+1]
Il primo algoritmo & pilt conveniente del secondo se 3|z(x + 1) +1 < 4(x +
1)2 + |z|, Cioe se x < —3 oppure = > —3/7.
L’analisi dell’errore algoritmico poteva essere svolta equivalentementw co-
struendo il grafo di calcolo associato ai due algoritmi. O

da cui |eqg,| < u

Esercizio 30 Si considerino le funzioni fr = fr(x1,.-., Tk, Y1, --->Yk), gk =
96(X1, . Tk, Y1, - - -, Yk ), definite da

k+1 = Jk 9K/ Tk

fiewn fg/;l’z k=0,1,...,n—1, (8)
Jre+1 = Yk+1 (fi + 95 — 29k f),

dove fy = go = 1. Dare un algoritmo numericamente stabile all’indietro per il
calcolo della coppia (fy, gn) e farne Ianalisi all’indietro dell’errore.

Soluzione. I valori effettivamente calcolati mediante le espressioni fri1 =

(frgr)/Trs1 € ger1 = Yre1(fx — gr)?, generano numeri di macchina fi, e gy tali
che

Fos1 = Frge( + o) (1 + Be) /Thsn
G = Y1 (fr — 0)2 (1 4+ %) 1+ m0) (1 + 1)

dove aj e Bi sono gli errori locali generati dalla moltiplicazione e dalla divi-
sione nel calcolo di fk+1, mentre g, Nk, Vi sono gli errori locali generati rispet-
tivamente dalla addizione, I’elevamento a quadrato e dalla moltiplicazione per
Yr+1. Per cui i valori assoluti di questi errori locali sono maggiorati dalla pre-
cisione di macchina w. Quindi, ponendo #x11 = xp+1/((1 + ag)(1 + Bk)) e
Ok+1 = Yr+1(1 + ) (1 + ng) (1 + vg) si ottiene la relazione

Frs1 = Fudn/Zns

Grr1 = i1 (Fx — gn)?
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che dimostra la stabilita all’indietro dell’algoritmo. Inoltre vale Zx41 = xgy1(1—

ar — Br) = Tpr1(1 + k), [0k < 20, Jr1 = Y (L 4+ 7) (X + ) (1 + 1) =
w1 (1430, |61] < 3u. 0

Esercizio 31 Dato un intero pari n = 2m > 0 e numeri reali a;, f;, i = 1,...,n,
bi, i =1,...,n— 1, si consideri il sistema lineare Hx = f, dove H = (h; ;) ¢
la matrice n x n tale che gli elementi non nulli sono tutti e soli gli h;; = a;,
per 1= 1, e,y gll hgifl’gi = b2i71, per P = ].,. ..,m e gll h27;+1,2i = bgi, per

1=1,m—1.
a) Si descriva un algoritmo per risolvere il sistema Hx = f che impieghi non
piu di 3n operazioni aritmetiche, e se ne faccia ’analisi all’indietro dell’errore.

Esercizio 32 Dato un intero n > 2 e i vettori u = (w;), f = (f;) € R,
v = (v;) € R*"™ 1, sia A = (az J) la matrice bidiagonale inferiore con elemen-
ti diagonali a;; = u;, ¢ = 1,...,n ed elementi sottodiagonali a;y1,; = v,
1=1,...,n—1.

Si descriva un algoritmo per risolvere il sistema Az = f che impieghi non
piu di 3n operazioni aritmetiche e si svolga una analisi all’indietro dell’errore.

Esercizio 33 Dato un intero n > 2 e i vettori u = (w;), f = (fl) ER™ v =
(v;) € R"1 sia A = (a;;) la matrice definita da a;; = w;, i = 1,...,n,
aj1 =Vi—1,t=2,...,n, a;; = 0 altrove. Descrivere un algoritmo per rlsolvere
il sistema Az = f che impieghi non piu di 3n operazioni aritmetiche, studiarne
la stabilita all’indietro.

Esercizio 34 Si consideri la funzione f(m,n) =>""_ (_1.1)1 se m < n, mentre
f(m,n) = 0 se m > n. Descrivere un algoritmo per il calcolo di f(m,n), per
m,n > 0, che abbia un errore algoritmico limitato superiormente da v(n —m)u

dove «y € una costante positiva e u € la precisione di macchina.

Esercizio 35 Dati un intero n > 1 e tre vettori a = (a;), ¢ = (¢;) € R", b =
(b;) € R™1 si consideri il sistema T = ¢ dove T = (¢; ;) ¢ la matrice triangolare
inferiore tale che t; ; = a;, peri=1,...,n,tiy1;,=b;,i=1,...,n—1,et;; =0
altrove. Descrivere un algoritmo per la risoluzione del sistema che impieghi al
piu 3n operazioni aritmetiche. Fare I’analisi all’indietro dell’errore.

Esercizio 36 Siano u,v € R™ con u; = v; e si definisca la matrice n X n
Ap =(a; ) talechea; ;1 =1,1=1,....,n—1,a;; =uj, a;1 =v;,i=1,...,n.
Si denoti d,, = det A,,.

a) Scrivere una relazione che lega d,, con d,_; e ricavarne un algoritmo per il
calcolo di d,, che impieghi non piu di 2n operazioni aritmetiche.

b) Scrivere una function con la sintassi di Octave che implementi ’algoritmo del
punto a).

¢) Dimostrare la stabilita all’indietro dell’algoritmo.

Esercizio 37 Sono dati tre vettori b = (b;), v = (w;),v = (v;) € R,
b1 = w3 = v1. Si consideri la matrice A,, = (a; ;) di dimensione n X n con
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ai;=bi,i=1,...,n,a1,; =1u; a;1 =v;, i =2,...,n. Sipongad, =detA,.
a) Si scriva la relazione che lega d,, e dy,—1

b) Si implementi tale relazione in una function nella sintassi di Octave che
prende come input i tre vettori b, u, v e da in output il vettore d = (d;) € R™.
¢) Si dica se tale formula ¢ stabile all’indietro.

Esercizio 38 Siano a = (a;),z = (z;),y = (y;) € R", b= (b;),c = (¢;) € R"7!,

A la matrice tridiagonale n x n con elementi diagonali a;, per i = 1,...,n,
sottodiagonali e sopradiagonali rispettivamente b;, ¢;, t = 1,...,n — 1, tali che
y = Ax.

a) Scrivere le formule che legano le componenti di y a quelle di z.

b) Dimostrare che il calcolo di y dati z,a,b,c mediante queste formule &
numericamente stabile all’indietro.

¢) Scrivere una function nella sintassi di octave che presi in input i vettori
x,a, b, c fornisce in output il vettore y.

Esercizio 39 Dati i vettori d = (d;),u = (u;),v = (v;) € R™ si definisca la
matrice n x n diagonale D con elementi diagonali dy,...,d, e si ponga A =
D +uu”. Si descriva un algoritmo per il calcolo di v Av che impieghi al pilt 5n
operazioni aritmetiche. Farne I’analisi all’indietro dell’errore e dare una function
nella sintassi di Octave che lo implementi.
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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi ai teoremi di Ger-
schgorin che permettono di localizzare nel piano complesso gli autovalori
di una matrice.

1 Introduzione

In certe situazioni € utile disporre di criteri facilmente applicabili che forniscano
localizzazioni nel campo complesso degli autovalori di una matrice assegnata.
Un esempio significativo a questo riguardo e dato dallo studio della stabilita di
un sistema dinamico governato da un sistema di equazioni differenziali del tipo

{ y'(t) = Ay(t), t>0
y(0) = yo

dove y(t) ¢ una funzione da R a valori in R™ derivabile con continuita ed A & una
matrice n X n. Si puo dimostrare che, se la matrice A ha autovalori con parte
reale minore o uguale a zero, tutte le soluzioni di questo problema, ottenute
al variare delle condizioni iniziali y(0) = yo, sono limitate per ogni valore di
t. Cioe, come si usa dire, il sistema dinamico rappresentato dal sistema di
equazioni differenziali ¢ stabile.

Dim. La soluzione si puo scrivere come

y(t) = exp(tA)yo
dove si definisce
1242 343

TR

exp(tA) =1 +tA+

e la serie & convergente per ogni valore di . Consideriamo per semplicita il
caso in cui la matrice A sia diagonalizzabile, cioe esiste S non singolare tale
che A = SDS~!, dove D & diagonale; allora exp(tA) = Sexp(tD)S~! per cui
gli autovalori di tA sono e'%, con a; autovalori di A. Se il generico autovalore
« lo scriviamo come o = 8+ iy, con 8,7 € R dove i e 'unita immaginaria,



allora ™ = ePel®’ = e¥(cos(ty) + isin(ty)). Mentre il secondo fattore &
limitato avendo modulo 1, il primo fattore €' ¢ limitato se e solo se 8 < 0. La
dimostrazione nel caso generale puo essere fatta considerando la forma normale
di Jordan di A e trattando separatamente il caso di un singolo blocco di Jordan.
O

Per valutare la stabilita di un sistema dinamico basta allora controllare che
le parti reali degli autovalori siano minori o uguali a zero. In altre situazioni
occorre controllare che gli autovalori di una matrice abbiano tutti modulo minore
o uguale a 1. In altri casi, quando ad esempio si deve verificare se una matrice
reale simmetrica & definita positiva, ci basta controllare che i suoi autovalori
siano tutti positivi.

Certamente una possibilitd per accertarsi che queste condizioni siano veri-
ficate consiste nel calcolare tutti gli autovalori e controllare se sono valide le
proprieta richieste. Ma cido comporta un costo troppo elevato, infatti calcolare
gli autovalori di una matrice ha un costo computazionale non trascurabile.

I teoremi di Gerschgorin forniscono una valida alternativa al calcolo di tutti
gli autovalori di una matrice A assegnata. Infatti essi permettono, con minimo
sforzo computazionale, di determinare un insieme di dischi nel piano complesso
la cui unione contiene tutti gli autovalori di A.

2 1 teoremi di Gerschgorin
Nel seguito A = (a; ;) ¢ una matrice n x n ad elementi reali o complessi.

Teorema 1 (Primo teorema di Gerschgorin) Gli autovalori di A appar-
tengono all’insieme

n
UL K, Ki={2€C: |z—ai,|< > laiyl}-
Jj=1, j#i

Inoltre se v = (v;) € un autovettore corrispondente all’autovalore X di A, cioé
Av = M, allora A € K}, dove h ¢& tale che |v,| = max; |v;|. In altri termini
un autovalore A appartiene a quei cerchi che corrispondono alle componenti di
modulo massimo di un autovettore corrispondente.

Dim. Siano A e v rispettivamente autovalore e autovettore di A, cioe Av =
Av e v # 0. Leggendo questa relazione nell’i-esima componente si ottiene:

n
E a; V5 = )\’Ui
j=1

da cui
n

(aii = Nvi=— > aijv;

J=1, j#i



Figura 1: Cerchi di Gerschgorin della matrice A

Prendendo i moduli di entrambi i membri e usando la diseguaglianza triangolare

si ha
n

Jaii = Al ol <0 il - [vsl.
i=1, i
Scegliendo l'indice ¢ = h per cui |vy| > |v;] per j =1,...,n, si ottiene |v| # 0
e, dividendo per |v,| si ha

n

n
v,
lann =A< Y Iah,jlf‘jlﬁ > langl,
|vnl

J=1, j#h J=1, j#h

dove l'ultima diseguaglianza segue dal fatto che |v;]/|vs| < 1. Si conclude allora
che \ € Kj,. O

Gli insiemi K; per ¢ = 1,...,n sono cerchi nel piano complesso detti cerchi
di Gerschgorin di A. Ciascuno di essi ha per centro I'elemento diagonale cor-
rispondente e per raggio la somma dei moduli degli elementi non diagonali che
stanno sulla stessa riga.

Come esempio di applicazione si consideri la matrice

i cui cerchi hanno centro e raggio rispettivamente c; e r; per ¢ = 1,2,3, dove
(c1,71) = (2,1), (c2,72) = (6,2), (c3,73) = (9,3). 1l primo teorema di Gersch-
gorin ci permette di dire subito che questa matrice ha tutti autovalori con parte
reale positiva e di modulo maggiore o uguale a 1. Cio risulta evidente dalla
ﬁgura dove sono riportati in forma grafica i cerchi di Gerschgorin di A nel
piano complesso.

Si osservi che poiché le matrici A e AT hanno gli stessi autovalori, appli-
cando il primo teorema di Gerschgorin ad A7 si ottiene che gli autovalori di A
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Figura 2: Cerchi di Gerschgorin della matrice AT

Figura 3: Cerchi di Gerschgorin delle matrici A e AT

appartengono all’unione

n
Ul Hi, Hi={2€C: |z—ay|< > lail}
J=1, i

La ﬁgurariporta graficamente i cerchi di Gerschgorin della matrice AT.
Possiamo quindi dire che gli autovalori di A appartengono a

(Ui Ka) N (UL Ha) -

Attenzione che questa intersezione di unioni non coincide con l'unione delle
intersezioni dei singoli cerchi. Nelle due ﬁgure. Em riportano i cerchi di
Gerschgorin relativi alle matrici A e A7 e I'intersezione dell’'unione dei cerchi
relativi rispettivamente ad A e ad AT.



Figura 4: Intersezione in verde dell’'unione dei cerchi di Gerschgorin di A e
dell’unione di quelli di AT

In generale non ¢ vero che ogni disco contiene un solo autovalore. Pero sotto
opportune condizioni si puo dire molto di pitt in questo senso.

Teorema 2 (Secondo teorema di Gerschgorin) Si assuma che l'unione dei
cerchi di Gerschgorin sia formata da due sottoinsiemi disgiunti My, e M, cioé
U; K = My UMy, MiN My =0, dove M, ¢é costituito da nq cerchi, e My & costi-
tuito da no cerchi con ni + ng = n. Allora in My sono contenuti nq autovalori
e in Ms sono contenuti no autovalori.

Dim. Supponiamo per semplicita che M; sia costituita dai primi ny cerchi.
La dimostrazione di questo teorema si basa su un ragionamento ” per continuita”.
Infatti si considera una matrice dipendente da un parametro A(t) = D+t(A—D)
dove D ¢ la matrice diagonale che ha elementi diagonali uguali a quelli di A. &
evidente che A(0) = D e A(1) = A. Cioe A(t) descrive i punti del segmento nello
spazio delle matrici che unisce D con A. Dimostriamo prima che gli autovalori
di A(t) dipendono in modo continuo da t. Per fare questo diamo per buono
un risultato classico sui polinomi che afferma che gli zeri di un polinomio sono
funzioni continue dei coefficienti. Poiché gli autovalori di una matrice sono
gli zeri del polinomio caratteristico det(A(t) — AI), e poiché i coefficienti del
polinomio caratteristico di una matrice dipendono in modo polinomiale, e quindi
continuo, dagli elementi di una matrice, possiamo affermare che gli autovalori
di A(t) come zeri del polinomio caratteristico dipendono in modo continuo da
t. Ora osserviamo che i cerchi di Gerschgorin K;(t) di A(t) hanno centro a;; e
raggio tr;, dove r; ¢ il raggio del cerchio di Gerschgorin K;. Essi sono quindi
contenuti dentro i K; per ogni 0 < ¢ < 1. Quindi i primi n; cerchi della
matrice A(t) saranno disgiunti dai rimanenti cerchi per ogni ¢ € [0,1]. Non &
quindi possibile che al variare di ¢ in [0, 1] qualche autovalore passi dall’insieme
costituito dai primi ny cerchi all’insieme costituito dai rimanenti ny cerchi. Cioe



il numero di autovalori di A(t) contenuti in M; rimane costante. Per ¢t = 0 la
matrice A coincide con D che e diagonale, e i suoi autovalori coincidono con i
centri dei cerchi. Quindi M; contiene ny autovalori, tanti quanti sono i centri
dei cerchi che lo costituiscono. O

In particolare se K; € un cerchio disgiunto da tutti gli altri allora K; contiene
un solo autovalore. Se i cerchi sono a due a due disgiunti allora ciascuno di essi
contiene un solo autovalore.

Una conseguenza utile di questo risultato ¢ la seguente. Se la matrice A &
reale e se K; € un cerchio disgiunto dagli altri allora K; contiene un autovalore
reale. Infatti, poiché gli autovalori non reali di una matrice reale compaiono a
coppie complesse coniugate, se A € K; non fosse reale allora anche il coniugato
X sarebbe autovalore e apparterrebbe ancora a K;. ¢ infatti il simmetrico di
\ rispetto all’asse reale. Quindi K; conterrebbe X e A, cio¢ due autovalori che
contraddirebbe il secondo teorema di Gerschgorin.

Una applicazione di questa proprieta alla matrice A dell’esempio mostrato
sopra, ci dice che A ha un autovalore reale nell’intervallo [1, 3]. Infatti il primo
cerchio di Gerschgorin e disgiunto dagli altri.

Definiamo una matrice A = (a; ;) fortemente dominante diagonale se |a; ;| >
Z;’:L ki la; ;| peri=1,...,n. E chiaro per il primo teorema di Gerschgorin
che una matrice fortemente dominante diagonale & non singolare. Infatti, poiche
il raggio di ogni cerchio di Gerschgorin e strettamente minore della distanza del
centro dall’origine del piano complesso, nessun cerchio di Gerschgorin interseca
I’origine e quindi zero non puo essere autovalore di A.

Si consideri la seguente matrice tridiagonale

A= (1)

Si puo verificare che tutti i cerchi di Gerschgorin, dal secondo al penultimo
hanno centro 2 e raggio 2, mentre il primo e 'ultimo hanno centro 2 e raggio
1. Ci si puo chiedere se zero puo essere autovalore di A. Il primo teorema di
Gerschgorin non ci puo aiutare in questo senso, infatti zero appartiene all’unione
dei cerchi di Gerschgorin. Piu precisamente appartiene alla frontiera dell’unione
dei cerchi.

Il terzo teorema di Gerschgorin permette di dimostrare che in una situazione
come quella dell’esempio non € possibile che zero sia un autovalore della matrice
A. L’ipotesi aggiuntiva che occorre mettere ¢ che A sia una matrice irriduci-
bile. Ricordiamo che una matrice A si dice riducibile se esiste una matrice di
permutazione P tale che PAPT ha la forma

All A12 :|

PAPT =
[ 0 Ag
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Figura 5: Grafo diretto associato alla matrice tridiagonale A

dove Aj1 e Ags sono matrici quadrate, cioe se esiste una permutazione di righe
e colonne che porta A in forma triangolare a blocchi. Una matrice si dice
irriducibile se non e riducibile.

La irriducibilita di una matrice puo essere facilmente verificata utilizzando
il concetto di grafo diretto associato ad A. Definiamo in modo informale questo
concetto. Data una matrice n x n A = (a; ;) consideriamo il grafo diretto G[A]
formato da n nodi, che numeriamo da 1 a n, nel quale un arco orientato unisce il
nodo ¢ al nodo j se a; ; # 0. Ad esempio, la matrice tridiagonale A considerata
poco fa ha il grafo diretto associato che si riporta per n =5 in ﬁgura

Un grafo diretto si dice fortemente connesso se per ogni coppia di nodi (%, §)
esiste una successione di archi orientati che connette il nodo ¢ col nodo j. In
altri termini un grafo orientato ¢ fortemente connesso se ¢ possibile transitare
per tutti i nodi percorrendo un cammino di archi orientati. Ad esempio il grafo
in figura, associato alla matrice tridiagonale A & fortemente connesso.

Vale il seguente risultato.

Teorema 3 Una matrice é irriducibile se e solo se il suo grafo associato é
fortemente connesso.

Dim. Si osserva innanzitutto che se P ¢ una matrice di permutazione allora
i grafi associati alle matrici A e B = PAPT differiscono unicamente per la
numerazione dei nodi. Infatti, poiché a;; = by, »,, dove o; ¢ la permutazione
associata alla matrice P, si ha che a;; # 0 se e solo se by, 5, # 0. Quindi un
arco orientato unisce il nodo i col nodo j del grafo associato ad A se e solo se
un arco orientato unisce il nodo o; col nodo o; nel grafo associato a B.

Ora, se la matrice A ¢ riducibile allora esiste una matrice di permutazione
P tale che B = PAPT & triangolare a blocchi cioe & del tipo

| Biqx Bip
B = |: 0 B272 :|

con B ; matrice m x m. Quindi il grafo associato a B non ha archi che uniscono
inodi ¢ > m ai nodi 57 < m. Quindi non ¢ fortemente connesso.

Viceversa, se il grafo associato ad A non ¢ fortemente connesso si trova
la matrice di permutazione che porta A nella forma triangolare a blocchi nel
modo seguente. Sia (p,q) una coppia di nodi per cui a partire da p non si
possa raggiungere g percorrendo archi orientati nel grafo. Allora costruiamo



I'insieme P dei nodi raggiungibili da p e I'insieme Q dei nodi non raggiungibili
da p. Certamente ¢ € Q per cui @ non ¢ vuoto. Inoltre non possono esserci
archi orientati che connettono nodi di P con nodi di Q. Infatti, in tal caso
percorrendo uno di questi archi potremmo connettere il nodo p con un nodo di
Q che & assurdo. Allora basta ordinare le righe e le colonne di A in modo che in
testa ci siano gli indici di @ e in coda i nodi di P. In questo modo il blocco in
basso a sinistra con indice di riga in P e indice di colonna in Q sara costituito
tutto da elementi nulli. O

Siamo ora pronti per enunciare il terzo teorema di Gerschgorin.

Teorema 4 (Terzo teorema di Gerschgorin) Supponiamo che \ sia un au-
tovalore di A con la sequente proprieta: se A appartiene a K; allora appartiene
al bordo di K;. In formula: N\ € K; = X\ € 0K;, dove il simbolo O deno-
ta il bordo. Se la matrice é irriducibile allora \ appartiene a tutti © cerchi di
Gerschgorin e quindi appartiene all’intersezione delle frontiere dei cerchi.

Dim. Ripercorriamo la dimostrazione del primo teorema di Gerschgorin. Se
Ax = Az, x # 0 e x ¢ la componente di modulo massimo di x, allora vale
n
lake =A< > k]

=1, j7#k

n

Ly
21| < E .
xk‘ = ‘akdlv

J=1,j#k

quindi A appartiene al k-esimo cerchio. Per ipotesi A deve stare sulla frontiera
del cerchio, quindi nella relazione precedente vale I'uguaglianza, cioe
n

= > ekl

J=1,j#k

lakk — Al =D laxl .

J=1,j#k

BN N . . €T, . . . .. . . . .
Cio e possibile solo se ‘ﬁ‘ = 1 in corrispondenza di quegli indici j per cui

ap; 7 0. Poiche la matrice A e irriducibile il grafo associato e¢ fortemente
connesso, quindi esiste una successione di nodi k1 = k, ko, k3, ..., k;, tale che
m > n, {ki,ka,....,km} ={1,2,...,n}, per cui nel grafo ¢’¢ un arco orientato
che unisce k; con k;y; e quindi ag, r,,, # 0 peri=1,...,m — 1. Dal fatto che

Gk, ky = Ok, 7 0, Ne segue che ‘;ETZ‘ =1 e quindi anche zj, € una componente

i+1

di x di modulo massimo per cui A appartiene al ko-esimo cerchio di Gerschgorin.
Ripetendo lo stesso ragionamento successivamente con k = ko, k3, ..., ky,—1 si
deduce che X\ appartiene a tutti i cerchi di Gerschgorin e quindi a tutte le loro
frontiere. O

Come applicazione di questo risultato si dimostra facilmente che la matrice
tridiagonale A in € non singolare. Infatti essa ¢ irriducibile, inoltre, se A =0
fosse autovalore allora starebbe sulla frontiera di tutti i cerchi a cui appartiene,
cioe Ko,...,K,_1. Quindi per il teorema dovrebbe appartenere alle frontiere
di tutti i cerchi. Ma cio e assurdo poiché A = 0 non appartiene al primo e
all’ultimo cerchio.

La matrice tridiagonale A di questo esempio & un caso particolare di matrice
wrriducibilmente dominante diagonale, cioe tale che



e A ¢ irriducibile
o faiil > 3701 i lail
e esiste un indice k per cui |ag k| > >0,y [kl

L’esempio mostrato della matrice tridiagonale irriducibilmente dominante
diagonale ¢ abbastanza speciale (infatti si puo facilmente dimostrare per indu-
zione che det A = n+1). Perd esistono ampie classi di problemi provenienti dalle
applicazioni in cui intervengono matrici caratterizzate dall’essere irriducibilmen-
te dominanti diagonali, per le quali il terzo teorema di Gerschgorin garantisce
la non singolarita.

3 Estensione dei teoremi di Gerschgorin

I teoremi di Gerschgorin hanno delle generalizzazioni interessanti. Una di queste
¢ data dal teorema di Brauer che coinvolge gli ovali di Cassing

Dati numeri complessi a,b e un numero reale r > 0, si definisce ovale di
Cassini associato alla terna (a, b, ) il seguente insieme

Cla,b,r)y={2z€C: |(z—a)(z—=b)|<r}

- n - - . . .
Teorema 5 (Brauer) Sianor; =3 ., ;. |ai;| i raggi dei cerchi di Gersch-
gorin. Gli autovalori di A sono contenuti nell’insieme

Uis;C(aii, aj5,7:i15)-

Un’altra estensione proposta da Richard Varga si basa sulla seguente osser-
vazione. Sia d = (d;) un vettore di n componenti positive. Se D & la matrice
diagonale con elementi diagonali dq,ds, ..., d,, allora Ay = D~'AD ha gli stessi
autovalori di A. Per cui applicando il primo teorema di Gerschgorin si arriva al
seguente risultato.

Teorema 6 Tutti gli autovalori di A sono contenuti nell’insieme

n

1
<< > laigld;}.

' =1, g

Q= Na>o0 U?Zl Kz<d), Kz<d) = {Z eC: |Z — Q4

dove d = (d;), d; > 0.

Richard Varga ha dimostrato che per ogni elemento ¢ della frontiera di 2
esiste una matrice B = (b; ;) tale che |b; ;| = |a; ;| che ha £ come autovalore.
Cio mostra che l'insieme (2 fornisce una inclusione stretta degli autovalori.



4 Esempi d’uso dei teoremi di Gerschgorin

. -1 . . S .
Sia p(z) = 2" 4+ Y., a;z’ un polinomio con coefficienti ag, a1, ...,a,—1 € si
consideri la matrice companion

0 1 0
C = : .. ..
0 0 1
—ag —a1 ... —Qp_1

E facile dimostrare per induzione su n che det(zI — C) = p(z) per cui gli
zeri del polinomio p(x) sono gli autovalori di C.

Il teorema di Gerschgorin applicato a C' e a CT permette allora di localizzare
gli zeri di p(z). Se ag # 0 allora lo stesso risultato applicato al polinomio “ribal-
tato” q(x) = (1/ag)x"p(x~1) = 2™ + (1/ao) ZZZOI an—i—12" fornisce inclusioni
per i reciproci degli zeri.

Un’altra localizzazione degli zeri di polinomi deriva dalla seguente osservazio-

ne. Siano z1, ..., 2, approssimazioni degli zeri Ay, ..., A, del polinomio p(z) in-
trodotto sopra e si costruisca la matrice A = D —wue® dove D = diag(x1,...,2,)
¢ matrice diagonale con elementi diagonali z1,...,7,, e dove el = (1,...,1),
u = (u;),

Allora si puo dimostrare che det(x] — A) = p(z). Il teorema di Gerschgorin
applicato ad A fornisce delle stime dell’errore con cui i valori x; approssimano
gli zeri. In particolare, i cerchi di Gerschgorin K; hanno centro x; — u; e raggio
(n—1)u;| peri=1,...,n.

In certe situazioni sono di aiuto trasformazioni per similitudine date da ma-
trici diagonali. Infatti tali trasformazioni non alterano gli autovalori e permet-
tono di scalare i raggi dei cerchi di Gerschgorin. Si consideri ad esempio la
matrice tridiagonale

1 1
—1 100 1
-1 2 -1
1 101
I suoi cerchi di Gerschgorin hanno due componenti connesse formate da due
cerchi ciascuna. Ma la matrice ottenuta moltiplicando per € > 0 la prima e la
terza riga e dividendo per € la prima la terza colonna, data da

1 €
—e 1 100 !
—€ 2 —e |’
el 101

A:

D.AD ! = D, = diag(e, 1,¢, 1),

ha il primo cerchio disgiunto dagli altri se 1/48 < e < 1/3 e quindi si deduce dal
secondo teorema di Gerschgorin che A ha due autovalori reali rispettivamente
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negli intervalli [1 —e,1+ €] e [2— 2¢, 2+ 2¢]. In modo analogo possiamo operare
con gli altri due cerchi e trovare delle scalature di righe e colonne che permettono
di ottenere cerchi disgiunti centrati in 100 e 101. O

5 Note storiche

11 primo teorema di Gerschgorin & stato pubblicato nel 1931 nell’articolo Uber die
Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix dal matematico bielorusso di origine
ebraica Semyon Aranovich Gerschgorin (24 Agosto 1901 - 30 Maggio 1933). Fra
il 1946 e il 1948 Brauer, un allievo di Schur, pubblica una raccolta sistematica
di teoremi di limitazione degli autovalori, fra i quali quelli noti come secondo e
terzo teorema di Gerschgorin e anche la generalizzazione data in termini degli
ovali di Cassini.

Il primo teorema di Gerschgorin € stato preceduto da diversi risultati simili.
Nel 1881 Levy dimostra che una matrice con elementi diagonali negativi ed ele-
menti rimanenti positivi in cui le somme degli elementi sulle righe sono negative
ha determinante non nullo. Hadamard estende questo risultato al caso com-
plesso nel 1898. Successivamente anche Minkovsky da una estensione di questo
risultato.

Risultati di localizzazione pil recenti si trovano su numerosi articoli pubbli-
cati su varie riviste. Per una ricerca a riguardo si veda il data base MathSciNet
dell’American Mathematical Society (AMS)!

6 Esercizi

Esercizio 1 Localizzare gli autovalori della matrice

e
o O ot
S 00— O
—

—_ = o o

usando i cerchi di Gerschgorin di A4 e di AT

Esercizio 2 Siano C' = (c¢;;), D = (d;;) matrici n X n con n > 2, tali che
cij =1sei—j =1 modn, ¢;; =0 altrimenti, d; ; =i peri = j, d;; =0
altrimenti. Sia A(t) = D +tC, t > 0.

a) Utilizzando i teoremi di Gerschgorin si diano condizioni sufficienti su ¢ affinché
la matrice A(t) abbia autovalori reali.

b) Per € # 0 sia F. = (fi ;) tale che f; ; = ec;; per i > j, fi; = €' 7"¢; ; per
i < j. Si dimostri che A(¢) ¢ simile alla matrice A.(t) = D + tF, per ogni € # 0.
¢) Applicando i teoremi di Gerschgorin a A((t) e alla sua trasposta si diano
condizioni sufficienti affinché A(t) abbia autovalori reali.
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Esercizio 3 Sia o € R, n > 4 un intero e A = (a; ;) matrice n x n definita da
(7% :ia, peri: 1,...,’1717 Qi1 = —1, Qi i+1 = 1, peri: 1,...,71—1 € a; j =0
altrove.

a) Determinare i valori di a per cui i cerchi di Gerschgorin di A sono a due
a due disgiunti. Dimostrare che per tali valori di « la matrice A ha autovalori
reali.

b) Posto o = 4 si calcolino cerchi di inclusione per ciascun autovalore di A
col raggio piu piccolo possibile. Suggerimento: si applichino i teoremi di Ger-
schgorin alla matrice D~'AD dove D & una matrice diagonale opportunamente
scelta.

¢) Valutare nel modo piu accurato possibile il valore 5 > 0 per cui la matrice
A ha autovalori reali per ogni « tale che |a| > 3.

Soluzione
La matrice ha la forma seguente

e’ 1
-1 2a 1

A= -1 3«
1

-1 n«a

Se a = 0 la matrice ¢ antisimmetrica e quindi ha autovalori immaginari
o nulli. Possiamo assumere per semplicita a > 0, infatti se o < 0 possiamo
considerare la matrice —A” che rientra nel caso precedente.
L’i-esimo cerchio di Gerschgorin di una matrice A = (a; ;) di ordine n ha
. n
centro ¢; = a;,; e raggio r; = Zj=1, ki la; ;|. Nel nostro caso vale

= q, ri =1,
ci=1ta, 1, =2, t1=2,...,n—1,
Cn =na, T, =1.

a) I cerchi hanno centro reale e il bordo del cerchio i-esimo interseca asse
reale nei punti i + 2 e i — 2, ¢ = 2,...,n — 1, mentre i bordi del primo e
dell’'ultimo cerchio intersecano 'asse reale in @ — 1, av + 1 e rispettivamente in
na — 1, na+ 1. Quindi i cerchi sono disgiunti se e solo se

a+1<2a—2,
ia+2<(i+Da—-2, i=2,...,n—2,
(n—1a+2<na-—1.

Dalla prima e dall’ultima relazione si ricava « > 3. Dalle rimanenti si ricava
a > 4. La condizione richiesta ¢ dunque o > 4.

Per il secondo teorema di Gerschgorin, se i cerchi sono a due a due disgiunti
allora ciascun cerchio contiene un solo autovalore della matrice. Poiché nel
nostro caso la matrice e reale, i suoi eventuali autovalori non reali compaiono a
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coppie complesse coniugate. Per cui, essendo i centri dei cerchi di Gerschgorin
reali, se un cerchio contenesse I’autovalore non reale \, esso conterrebbe anche
I'autovalore coniugato A. Cio ¢ assurdo poiché ogni cerchio deve contenere un
solo autovalore.

b) Per o = 4 il primo cerchio di centro 4 e raggio 1 & disgiunto dagli altri
cerchi. Quindi contiene un solo autovalore. E possibile ottenere un raggio di
inclusione piu piccolo operando nel seguente modo. La matrice ottenuta da A
moltiplicando la prima riga per un numero 0 < € < 1 e la prima colonna per ¢!
ha gli stessi autovalori di A. Il raggio del primo cerchio di Gerschgorin diventa
¢, il raggio del secondo cerchio diventa 1 4 ¢~!. Determiniamo per quali valori
di € il primo cerchio ¢ ancora disgiunto dai rimanenti. Poiché i raggi degli altri
cerchi non sono cambiati si ha la condizione 4 + ¢ < 8 — e~ — 1 che fornisce
€2 — 3¢+ 1 < 0 che & verificata per (3—+/5)/2 < € < (3++/5)/2. Per cui, finché
la diseguaglianza ¢ verificata, il cerchio di centro 4 e raggio € contiene un solo
autovalore che & reale. Quindi, anche per e = (3 — v/5)/2 il cerchio di centro 4
e raggio € contiene un solo autovalore. Analogamente si dimostra che il cerchio
di centro n e raggio (3 — /5)/2 contiene un solo autovalore.

Se 2 < ¢ < n — 1, moltiplicando la i-esima riga per € e la i-esima colonna
per ¢! si ottiene una nuova matrice con gli stessi autovalori di A. I cerchi di
Gerschgorin della nuova matrice sono gli stessi della matrice A ad esclusione dei
tre cerchi di indice i—1, 4, i+1 che hanno raggi rispettivamente 1+e~1, 2¢, 14+€¢ 1.
L’i-esimo cerchio ¢ quindi disgiunto dai due contigui se 4(i — 1) + 1+ e ! <
4i—2e < 4i+2e<4(i+1)—1—etcioe

el —3<2<3—¢cL

La doppia diseguaglianza ¢ verificata per 1/2 < ¢ < 1. Per cui il cerchio di
centro 4i e raggio € contiene un solo autovalore che & reale per ogni 1/2 < e < 1
e quindi anche per e = 1/2.

¢) Ripetendo il ragionamento precedente per un valore generico di « si ottiene
per il primo cerchio la condizione €2+ €(1 — )+ 1 < 0 che ha soluzioni se o > 3
o a < —1. Analogo risultato vale per I'ultimo cerchio. Se 2 < i < n —1 si
ottengono le condizioni

l—at+el<2<a—-1—¢t

che hanno soluzioni se a@ > v/8 4+ 1 oppure o < —v8+1. O

Esercizio 4 Sia A = (a; ;) matrice reale tale che a; ; < 0 se i # j. Si dimostri
che se esiste un vettore v = (v;), v; > 0 per ogni 4, tale che posto w = (w;) = Av
risulta w; > 0 per ogni 4, allora tutti gli autovalori di A hanno parte reale
positiva.

Si dimostri che vale la stessa proprieta se A ¢ irriducibile e la condizione
w; > 0 viene sostituita da w; > 0 per ogni 4, ed esiste un indice k tale che
wy > 0.
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Esercizio 5 Sia A,, matrice n X n, n = 2m, con m < 100, tale che A, =
diag(u)+aH, a > 0, dove u = (1,100, 2,200, ...,m,100m), H = (h;;), hiit1 =
—hit1,s = 1, h;; = 0 altrove. Determinare un numero 6 tale che per ogni o < 6
la matrice A,, ha autovalori reali per ogni n.

Esercizio 6 Sia A la matrice n x n con elementi a;; =—a;1 =1,i=2,...,n,
a1 =n% a;; =14,i=2,...,n. Dare delle inclusioni pilt accurate possibili agli
autovalori di A, in particolare dire se gli autovalori della matrice sono reali e
distinti.

Esercizio 7 Sia A la matrice tridiagonale n x n, con n > 3, data da

0 a
a 0 a
1/2 0 1/2
A= . .
/2 . 1/2
/2 0

dove a > 0. Si trovino condizioni su a affiché la matrice abbia raggio spettrale
minore di 1.

Esercizio 8 Sia i I'unita immaginaria tale che 2 = —1, sia A la matrice 2n x 2n
| iDy B
4= o= ]

dove D e Dy sono matrici diagonali di dimensioni n X n con autovalori reali
nell’intevallo [a, b], con 1 < a < b. Inoltre B e C sono matrici complesse tali che
1Blloe = IClloc = 1.

a) Dimostrare che A ¢ invertibile, ha autovalori con parte reale di modulo al pit
1 e nessuno di essi e reale.

b) Dimostrare che A ha autovalori con parte reale di modulo al pitt a — va? — 1
e con parte immaginaria di modulo almeno va? — 1 e dare in funzione di a e b
limitazioni superiori al raggio spettrale di A il piu accurate possibile.

Soluzione. a) Poiché B e C hanno norma infinito 1 la somma dei moduli
dei loro elementi su ogni riga ¢ al piu 1. Quindi i cerchi di Gerschgorin di A
hanno centro iz con x € [ia,ib] U [—ib, —ia], e raggio al pitt 1. Questi cerchi non
intersecano ’asse reale. Applicando il primo teorema di Gerschgorin si ottiene
il punto a).

b) Coniugando la matrice A con diag(I,el) si ottiene

o ng GB
A= |:610 —iD2:| ’
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Imponiamo che i cerchi con centro con parte immaginaria positiva siano disgiunti
da quelli con centro con parte immaginaria negativa. Questo avviene se a — € >
—a + ¢ !. La condizione diventa quindi

e —2ae+1<0
che ¢ verificata se a —va? —1 < e <a++Vva?—-1=1/(a — Va®?—1). Per il

secondo teorema di Gerschgorin, per tutti questi valori di € I'unione dei primi n
cerchi contiene n autovalori e I'unione dei restanti cerchi contiene n autovalori
di A. T raggi dei primi n cerchi sono al pil €. Per cui scegliendo € = a —v/a? — 1
si deduce che I'unione dei primi n cerchi di raggio al pitt a — va? — 1 contiene n
autovalori e scegliendo € = 1/(a — va? — 1) si deduce che 'unione del secondo
gruppo di n cerchi che hanno raggio al pilt @ — v/a? — 1 contiene n autovalori.
Questo implica il punto b). Inoltre, poiché i centri hanno modulo al piu b dai
teoremi di Gerschgorin segue che il raggio spettrale ¢ al pit b+ a — va? — 1.
O

Esercizio 9 Sia A una matrice n X n ad elementi complessi. Dimostrare le
proprieta seguenti

a) Se A e irriducibile e se Ar = Az, A € C, z = (x;) € C", e z # 0 & I'unica
componente di z di modulo massimo, allora A appartiene alla parte interna del
cerchio di Gerschgorin di centro ay j e raggio Z;-l:l’j#k lak, ;|-

b) Se Az = Az, Ay = py con A\, € C, x,y € C", e se inoltre esiste un indice k
tale che xp # 0 e yx # 0 sono componenti di modulo massimo rispettivamente
di z ediy, allora |A—p| <2 Z?:Lj#k |ak,;]. Sia A irriducibile; dimostrare che
la diseguaglianza diventa stretta se xj ¢ 'unica componente di modulo massimo
di x, oppure se y € 'unica componente di modulo massimo di y.

c) Se A & reale e tutti i cerchi di Gerschgorin di A hanno parti interne a due a
due disgiunte, allora A ha tutti autovalori reali.

Soluzione
a) Seguendo la dimostrazione del primo teorema di Gerschgorin si ha |ag , —
n ] s 12 N o1s s cqe
AL <2000 o lakyg |—|wk|. Poiché A ¢ irriducibile allora esiste almeno un indice
h per cui ay # 0. Poiche |zg| ¢ P'unica componente di modulo massimo vale

ol /|e] < 1 quindi Jag — Al < S0y g aw g 2 < 20y g lan -

b) Dalla dimostrazione del primo teorema di Gerschgorin segue che sia A che
1 appartengono allo stesso cerchio di Gerschgorin per cui |A — u| & minore o
uguale al diametro del cerchio.

Se inoltre xy, & 'unica componente di modulo massimo di z allora |ay  —A| <

dim1. itk |ak7j|ﬁ. Essendo A irriducibile esiste h tale che ay # 0, e poiché
n X n .

|lznl/|zk] <1, vale Jags, — Al < 3272 \ak,j|*|‘zi| <D i1, jk lan,j| Siproce-

de analogamente nel caso in cui y; sia la componente di modulo massimo di y.

c) Si usa un argomento di continuitd. Precisamente si considera la matrice
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A(t) = D+t(A— D) dove D = diag(a1 1,--.,0nn). Set € [0,1) la matrice A(t)
ha tutti i cerchi di Gerschgorin a due a due disgiunti. Per cui dalla teoria sap-
piamo che A(t) ha tutti autovalori A;(¢) reali. Per la continuita degli autovalori
si ha che A\;(1) = lims—1 A () e A;(1) sono gli autovalori di A. Poiché \;(¢) ¢
reale per ogni ¢t € [0,1), ed essendo A;(¢) funzione continua di ¢ allora il limite
Ai(1) = limg 1 Ai(t) & reale. O

Esercizio 10 a) Sia n > 2 intero e m = 2. Dimostrare che se una matrice
n x n H ha un autovalore A\ di molteplicita geometrica m allora A appartiene ad
almeno m cerchi di Gerschgorin di H. Cioe esistono due indici h # k tali che
A € Cp N}, dove C; denota il cerchio di Gerschgorin relativo all’i-esima riga
di H.

b) Dimostrare la proprietd del punto a) per m generico. Dire se la proprieta
vale per la molteplicita algebrica, dare eventualmente un controesempio.

Soluzione
a) Sia m = 2. Per 'autovalore X esistono allora due autovettori u, v linear-
mente indipendenti. Sia |ug| = max;|u;|, |vp| = max;|v;|. Se k # h allora

procedendo come nella dimostrazione del primo teorema di Gerschgorin si de-
duce che )\ appartiene a due cerchi: il k-esimo e I’h-esimo. Se invece h = k,
posto t = vy /uy, si ha che w = v — tu & non nullo poiché u e v sono linearmente
indipendenti, e inoltre ¢ autovettore essendo combinazione lineare non nulla di
due autovettori corrispondenti allo stesso autovalore. Inoltre wp = 0 per cui il
max; |w;| viene preso su un indice k diverso da h. Quindi, procedendo anco-
ra come nella dimostrazione del primo teorema di Gerschgorin, si deduce che

AeCyLN Cg.
b) Se v ..., v(™ sono gli autovettori, considero la matrice V le cui ri-
ghe sono vWT, § = 1,...,m. Sia V = LUTI la fattorizzazione di V ottenuta

applicando I'eliminazione gaussiana col massimo pivot sulle colonne, dove II &
matrice di permutazione. In questo modo le righe di VI sono ancora autovetto-
ri di H essendo combinazioni lineari di autovettori, inoltre, poiché gli elementi
diagonali di V' sono quelli di massimo modulo sulle rispettive righe, si ha che
ciascuna riga di VIIT & autovettore con elemento di modulo massimo preso su
indici diversi. Il primo teorema di Gerschgorin completa la dimostrazione.

La matrice companion associata al polinomio (x + a)?, cioe

0 —a?

1 —2a
e tale che A = —a e autovalore di moltelicita algebrica 2 e geometrica 1. Se
a = 1/2, solo il secondo cerchio contiene A. O

Esercizio 11 a) Sia n > 2 intero e b € R. Sia A la matrice tridiagonale
(2n) x (2n) con elementi diagonali a; ; = b, aptinti = i(b—1), peri=1,...,n,
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inoltre a; 41 = b2, Qiy1,i = —b%, per i = 1,...,2n — 1. Si dimostri che se
0 < b < 1/2 allora A ha n autovalori con parte reale positiva e n autovalori con
parte reale negativa.

b) Si diano condizioni sufficienti su b affinché A abbia n autovalori reali positivi.

Soluzione

a) Si applicano i teoremi di Gerschgorin. Si denoti C; il cerchio di Gersch-
gorin costruito sulla i-esima riga di A per cui C; ha centro b e raggio b2, C; ha
centro ib e raggio 2b per i = 2,...,n mentre C; ha centro (i —n)(b—1) e raggio
202 per i =n+1,...,2n — 1 infine Oy, ha centro n(b — 1) e raggio b>.

Se0 < b<1/2risultab—b%>0eib—2b% > 0peri=2,...,n per cuiiprimi
n cerchi sono contenuti nel semipiano destro aperto di C costituito dai numeri
complessi con parte reale positiva. Inoltre, poiché (b —1)(i — n) + 2b% < 0 per
i=n+1,...,2n—1e (b—1)n+b® <0, icerchi Cpy1,...,Ca, sono contenuti nel
semipiano sinistro chiuso di C costituito dai numeri complessi con parte reale
< 0. Di questi, Cp41 & l'unico cerchio che contiene 0 per b = 1/2, che inoltre
sta sul bordo.

Per il secondo teorema di Gerschgorin, poiché U, C; ¢ disgiunta da U, . | C;,
la matrice A ha n autovalori con parte reale positiva e n autovalori con parte
reale < 0. Se per b = 1/2 esistesse un autovalore con parte reale nulla questo
starebbe nella frontiera di C), 1 e per il terzo teorema di Gerschgorin, visto che
la matrice ¢ irriducibile, dovrebbe appartenere alle frontiere di tutti i cerchi. Il
che e assurdo.

b) E sufficiente che i primi cerchi siano disgiunti tra loro e che gli altri cerchi
siano contenuti nel semipiano sinistro. Infatti la tesi segue dal secondo teorema
di Gerschgorin. La condizione C; N Ci 1 = () & ib + 2b% < (i + 1)b — 2b% per

i=2,...,n, mentre per i = 1 & b+ b? < 2b — 2b. Si hanno quindi le condizioni
30 —b<0
4b* — b < 0,

che sono verificate per 0 < b < 1/4. Per questi valori di b i rimanenti cerchi sono
ancora contenuti nel semipiano sinistro per cui i rimanenti autovalori hanno
parte reale negativa. Per motivi di continuita, gli autovalori rimangono reali
anche per b =1/4 e n di questi sono positivi.
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La forma normale di Schur
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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi alla forma normale
di Schur, alle sue proprieta e alle sue applicazioni.

1 Introduzione

Tra le diverse forme canoniche di una matrice disponibili sul mercato la forma
di Schur e particolarmente utile poiché si ottiene con una trasformazione per
similitudine data da una matrice unitaria. Ricordiamo che una matrice U €
C™ ™ & detta unitaria se UTU = UUM = I, dove I indica la matrice identica
n x n e AM indica la matrice trasposta hermitiana di A, cioé la matrice che si
ottiene trasponendo A e coniugando gli elementi complessi. Una matrice reale
e unitaria e detta ortogonale .

Enunciamo questo risultato e ne diamo una dimostrazione costruttiva che
non utilizza la forma normale di Jordan. La dimostrazione che vedremo puo
essere opportunamente trasformata in un algoritmo di calcolo.

E importante osservare che il calcolo numerico della forma normale di Jordan
¢ un compito numericamente intrattabile. Infatti tale forma non & stabile sotto
perturbazioni della matrice pur arbitrariamente piccole purché non nulle. A
questo riguardo si consideri un singolo blocco di Jordan di dimensione n, ad
esempio con autovalore nullo

1
0

E evidente che la matrice J ha A = 0 come unico autovalore di moltepli-
cita algebrica n e di molteplicita geometrica 1. Si modifichi ora J alterando
lelemento di posto (n,1) con una perturbazione ¢ > 0 ottenendo



Non e difficile verificare che questa matrice ha polinomio caratteristico A" —e
e quindi ha n autovalori distinti dati da \; = el/"w;, i1=1,...,n, dove w, =
cos(27m/n) +1isin(27/n), dove i & I'unitd immaginaria tale che i = —1. Quindi
la sua forma normale di Jordan ¢ data da una matrice diagonale .

La forma normale di Schur non presenta questo inconveniente.

2 Forma normale di Schur
Vale il seguente

Teorema 1 (Forma normale di Schur) Per ogni matrice A € C"*" esisto-
no una matrice triangolare superiore T' e una matrice unitaria U tali che

UHAU =T.

Dim. Si procede per induzione sulla dimensione n della matrice A. Sen = 1
la matrice A & un numero complesso e la decomposizione di Schur vale con T' = A
e U = 1. In generale, supponiamo che la fattorizzazione valga per dimensione n—
1. Consideriamo A € C™*™ e denotiamo con A e x rispettivamente un autovalore
e un autovettore di A, cioé Az = Az. Supponiamo che x sia normalizzato in
modo che 22 = 1 e consideriamo una base ortonormale formata dai vettori

Y2, - .., Yn dello spazio ortogonale a z. Costruiamo la matrice @ le cui colonne
SONO T, Y2, - - . , Yn. Questa matrice & unitaria, cioe QHQ = I e risulta Qe!) = z,
e ="z dove e = (1,0,...,0)T. Inoltre vale

T
@"ae=|y 4]

dove A,,_; € C(n=Dx(n=1)  Per verificare quest’ultima relazione basta conside-
rare Q¥ AQe() che ¢ la prima colonna di Q™ AQ. Vale

Q7 AQe™ = Q" Az = Q" x = \Q"x = XeW

come richiesto. Inoltre per 'ipotesi induttiva si ha A,,_1 = Un_lTn_lUf_l, da
cui posto

si ottiene



che ¢ una matrice triangolare. O

Si osservi che per trasformare la dimostrazione del teorema precedente in
algoritmo di calcolo e sufficiente disporre di due ”scatole nere”: la prima che
data in input una matrice A ci fornisce in output un suo autovalore \ e il corri-
spondente autovettore x; la seconda che dato in input un vettore x ci fornisce in
output una base ortonormale del sottospazio ortogonale a x, o, equivalentemen-
te, fornisce una matrice Q tale che Qz = e(!). Vedremo in un altro articolo come
la seconda scatola nera sia di facile costruzione usando le matrici elementari di
Householder.

Un’altra osservazione utile & che la forma di Schur non & unica. Infatti
scegliendo diversi ordinamenti degli autovalori arriviamo a forme normali in
generale diverse tra loro.

Seguendo I'impostazione della dimostrazione del teorema precedente & pos-
sibile dimostrare un risultato specifico per le matrici reali. Per questo abbiamo
bisogno della seguente definizione

Definizione 1 Una matrice T € R™ ™ si dice quasi triangolare se si puo
scrivere nella forma

T171 . Tl,n
T= :
Tm,m
dove T; ; peri=1,...,m possono essere matrici 2 X 2 con coppie di autovalori

complessi coniugati, oppure matrici 1 X 1, cioé numeri reali.

Gli autovalori di una matrice quasitriangolare sono gli autovalori delle sot-
tomatrici T; ; per ¢ = 1,...,m.
Ad esempio, la matrice

[\)

1
1
3
-1
3

o O O

SO O N
O O ot = =
— W N

o . . . . - 2 1
¢ quasi triangolare. I suoi autovalori sono dati dagli autovalori di [ 1 9 }

1 3 } che sono 3+1,3—1, eda

che sono 2+ 1 e 2 — 1, dagli autovalori di [

5.

Teorema 2 (Forma reale di Schur) Per ogni matrice A € R"*™ esistono
una matrice quasi triangolare superiore T € R™ ™ e una matrice ortogonale
Q € R™ ™ tali che

QTAQ =T.



3 Applicazioni

La forma di Schur ha delle conseguenze interessanti, alcune di facile dimostrazio-
ne. Una prima conseguenza riguarda le matrici hermitiane, cioe quelle matrici
A tali che A = AF,

Infatti, se UF AU = T & la forma di Schur della matrice hermitiana A, allora
la proprietda A = AT implica

TH —UH ARy = UP AU =T.

Cioe T ¢ hermitiana e quindi, essendo triangolare, ¢ diagonale. Inoltre gli
elementi diagonali di 7" sono tali che t;; = {i,i e quindi sono reali. Cioe si
ottiene che le matrici hermitiane sono diagonalizzabili con una trasformazione
per similitudine unitaria.

Se A ¢ anti-hermitiana, cio¢ se A = —A* allora procedendo come sopra si
ottiene che anche T' ¢ anti-hermitiana. Ne segue che T' ¢ una matrice diagonale
tale che t;; = ffm. Cioé una matrice anti-hermitiana ¢ diagonalizzabile da una
trasformazione ortogonale e i suoi autovalori sono numeri immaginari.

Un risultato pit generale ¢ espresso dal seguente

Teorema 3 Una matrice A € C"*™ ha forma normale di Schur diagonale se e
solo se ATA = AAH .

Dim. Se T ¢ la forma di Schur di A, allora A”A = AAY se e solo se
THT = TTH. Cid segue dal fatto che

ATA=vHTHyUuHTU = UfTHTU, AA® =URTUURTHU = UHTTHU.

Se T & matrice diagonale allora THT = TTH e quindi A" A = AAH . Viceversa,
se ATA = AAM allora THT = TTH. Dimostriamo che la condizione THT =
TTH implica che T & matrice diagonale. Per questo procediamo per induzione
sun. Sen =1 non c¢’e nulla da dimostrare. Assumiamo vera la tesi per matrici
di dimensione n—1 e consideriamo il caso di dimensione n. Leggendo la relazione
THT = TTH sull’elemento di posto (1,1) otteniamo

n
t1,1t11 = g t1,5t1,5
i=1

cioe |t1’1|2 = |t1’1‘2 + |t1’2‘2 + -+ ‘t17n|2 da cui ‘t172|2 + e+ |t1,n|2 = 0. Data
la non negativita degli addendi questo implica che ¢; ; = 0 per j = 2,...,n.
Quindi la matrice T ha la forma

o t171 0
=" o |

La condizione THT = TTH implica allora T2 T, 1 = T,,_1TH |, e, per
I’ipotesi induttiva segue che T;,_1 ¢ matrice diagonale. O



La classe di matrici che verificano la condizione A# A = AAH & detta classe
delle matrici normali

Una matrice unitaria € in particolare una matrice normale e quindi ha una
forma di Schur diagonale. Inoltre da A# A = I segue che [t;;|> = 1. Cioe le
matrici unitarie sono diagonalizzabili da una trasformazione ortogonale e hanno
autovalori di modulo 1.

4 Esercizi

1. Determinare una forma di Schur della matrice A = uv” dove u,v € R™.

2. Usando la forma normale di Schur determinare I'insieme dei possibili auto-
valori delle matrici A ad elementi complessi n X n che risolvono ’equazione
A? —B5AH 461 =0.

3. Sia « un numero reale e si consideri la classe A, («) delle matrici n x
n a elementi complessi tali che oA + A" A + A¥ = J. Utilizzando la
forma normale di Schur si descriva l'insieme A(a) = {A € C: 34 €
A, (o), det(A— M) =0}.

4. Siricavi la forma normale di Schur di una matrice A dalla forma normale

di Jordan A = SJS~1.
5. Siano a,b € R e
a b
c=| 5 ] (1

Si determini una matrice ) unitaria tale che che QCQ = D, dove D
diagonale con elementi diagonali a & ib dove i2 = —1. Si dimostri che
tutte le matrici della forma commutano.

Soluzione. Calcolando gli zeri del polinomio caratteristico, troviamo che
gli autovalori di C' sono A; o = a=+ib. Inoltre gli autovettori corrispondenti

1 1 .
sonoxry = | , |, Ty = . |, che sono tra loro ortogonali. Dunque, se
i —i

definiamo la matrice QQ = % [ } ji , questa ¢ una matrice unitaria
tale che
QTCQ = { 0 a—1ib } ’

In particolare, tutte le matrici della forma sono diagonalizzabili me-
diante la stessa trasformazione, quindi commutano.

6. Dimostrare la forma normale reale di Schur del teorema 2]

Soluzione. Si procede per induzione sulla dimensione n della matrice A
con la stesso approccio usato per dimostrare il teorema di Schur nel caso



generale. Se n = 1 non c’¢ nulla da dimostrare. Se n = 2 e gli autovalori
sono reali, allora posto v un autovettore reale tale che v7v = 1, la matrice
Q le cui colonne sono v e u con u reale, ortogonale a v e tale che uTu = 1,
risulta QTQ = I e QTAQ = T triangolare superiore. Quindi 7' & in
forma reale di Schur. Se invece con n = 2 la matrice ha una coppia di
autovalori complessi coniugati allora e gia nella forma reale di Schur. Per
il passo induttivo, sia A matrice reale n X n. Se A & un autovalore reale si
procede come nella dimostrazione del teorema di Schur nel caso generale
e si riconduce il problema a dimensione n — 1. Se invece A = a + ib e
X\ =a —ib, a,b € R, sono una coppia di autovalori complessi coniugati
corrispondenti agli autovettori v = u + iw, ¥ = v — iw, con u,w € R™ si

osserva, che )
a
A [u w] = [u w] {—b a} .

Cioe il sottospazio di R™ generato da u e w & invariante per A. I vettori u e
w sono linearmente indipendenti perché, se non lo fossero, il vettore u sa-
rebbe autovettore, dunque A avrebbe un autovettore reale corrispondente
a un autovalore con parte immaginaria non nulla, che ¢ un assurdo. Allora
si costruisce una base ortonormale di questo sotto spazio, formata da due
vettori u® e u® scegliendo combinazioni lineari di u e w, ad esempio

[u(l) U(Q)} = IZ'U/’w} S
con S opportuna matrice 2 x 2. In questo modo si ha

Au® w®] = [u®,u®] 1y

con Ty = 571 [ %4 ] S matrice 2 x 2. I vettori u™) e u(? si completano
con una base ortonormale dello spazio ortogonale a spaun(u(l)7 u(Q)). La
matrice U che ha per colonne questi vettori & tale che UT AU ¢ triangolare
superiore a blocchi col primo blocco sulla diagonale principale che coincide
con Tj. Mentre il blocco di posto (2,2) ha dimensione n — 2 quindi per
I'ipotesi induttiva ha forma normale reale di Schur.

. Usando la forma normale reale di Schur si dimostri che se A € una matrice
nxn reale allora A € normale se e solo se esiste una matrice reale ortogonale
Q tale che QT AQ ¢ una matrice diagonale a blocchi, reale, con blocchi di
dimensione minore o uguale a 2 in cui i blocchi di dimensione 2 hanno la

forma .

Soluzione. Se la matrice QT AQ ¢ diagonale a blocchi con blocchi T; di
dimensione 1 o 2 e struttura definita in allora poiché ATA = AAT
se e solo se TI'T; = T;T], basta dimostrare che T/ T; = T;T. Se la
dimensione di T; ¢ 1 questo & banalmente vero. Se la dimensione & 2 e
i blocchi hanno la struttura allora la proprieta segue dall’esercizio
Per dimostrare 'implicazione opposta si procede per induzione come nella
dimostrazione del teoremal3l Per n = 1 non ¢’@ nulla da dimostrare. Per



n = 2 se la matrice ha autovalori reali allora il risultato segue dal teorema
Se invece A = [‘c‘ g] ¢ reale con autovalori complessi coniugati, dalla
relazione AT A — AAT = 0 segue b? = 2, (b—c)(d—a) = 0 da cui b = +c.
Se fosse b = ¢ la matrice sarebbe simmetrica e avrebbe autovalori reali.
Allora deve essere b = —c e conseguentemente a = d. Si ottiene quindi
la struttura in . Per il passo induttivo si considera la forma normale
di Schur reale T' di A. Siano Tj ; i blocchi di T'. Leggendo I'uguaglianza
TTT = TTT nel blocco di posto (1,1) si ha

T\ Ty =TT+ Tty
i>2

da cui
T8 Ty — Tia T = ZTl,in’:i
i>2

La matrice a sinistra ha traccia nulla, e quindi anche la matrice a destra.
Poiché ciascun addendo ¢ semidefinito positivo deve avere traccia non
negativa. Poiché la somma delle tracce ¢ nulla allora ciascun addendo
ha traccia nulla. Ma una matrice reale simmetrica semidefinita positiva
con traccia nulla deve essere identicamente nulla. Ne segue che 77, = 0
per ogni 4. Si osserva infatti che se 77 ; # 0 esisterebbe = # 0 tale che
Tfim # 0, da cui xTT17iTEix > 0 per cui Tl),»TlTJ non puo esser nulla.

L’uguaglianza a zero della prima riga a blocchi di T', con eventuale esclu-
sione di 777 riconduce il problema a dimensione inferiore per cui si puo
applicare I'ipotesi induttiva.

Riferimenti bibliografici

[1] D. Bini, M. Capovani, O. Menchi. Metodi Numerici per I’Algebra Lineare.
Zanichelli, Bologna 1988.



Norme di vettori e matrici

Dario A. Bini, Universita di Pisa

7 luglio 2020

Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati e proprieta relativi alle
norme di vettori e di matrici.

1 Introduzione

Nello studio dei metodi di risoluzione di sistemi lineari e utile disporre del concet-
to di norma per valutare attraverso un numero reale non negativo la grandezza
di un vettore o di una matrice.

1.1 Norme di vettori

Diamo la seguente

Definizione 1 Una applicazione || - || : C™* — R viene detta norma vettoriale se
soddisfa alle sequenti proprieta

o ||lz|| >0, per ogni x € R; ||z|]| =0 se e solo se x = 0;

o ||laz|| = |a|||z||, per ogni a € C, x € C™;

o ||z +y| < |zl + lyll, per ogni x,y € C™ (diseguaglianza triangolare)
Esempi importanti di norme sono:

o ||z]i =Y i, @] (norma 1)

o Jlzll= (X1, |:ci|2)% (norma euclidea, o norma 2)

¢ ||z]cc = max;|z;| (norma infinito, o norma del massimo)

Queste norme sono casi speciali della norma di Holder

n b
2|l = (ZI&I”) , p>1,
i=1

dove ||7|co = limp o0 [|2]]p-



Figura 1: Palle unitarie in norma 1 (rosso), norma 2 (verde) e norma infinito
(blu).

Nella figura [1f si riportano le sfere unitarie, cioe gli insiemi S = {x € C" :

lz|]| = 1} nel caso delle norme 1,2 e oo per n = 2. In blu la palla per la norma
infinito, in verde quella della norma 2 e in rosso quella della norma 1.
Non ¢ difficile dimostrare che per una norma l'insieme {z € C" : ||lz|| < 1}

€ un insieme convesso.

Dim. Siano infatti z, y, tali che ||z||, ||y|| < 1 e si consideri un generico punto
z del segmento di estremi = e y. Vale allora z = az + (1 —a)y con 0 < o < 1.
Dalla diseguaglianza triangolare segue

Iz < allz]+ 1 —a)|yl| <a+l-—a=1

e quindi ||z]] < 1. O

Questo fatto ci permette di dire che per 0 < p < 1 l'espressione ||z||, non
puo essere una norma essendo linsieme {z € C™ : ||z|| < 1} non convesso.
Nella ﬁgurasi riporta I'insieme S, per valori di p < 1.

Si ricorda che un prodotto scalare su C™ & una applicazione da C" x C"* — C
che alla coppia (z,y) associa il numero (x,y) tale che

o (z,y) = (y,z).
o (z,ay) = afz,y), per ogni a € C
K ) =(2,2) +{y,2)
(
(

, 2
z,2y >0
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+y

z,2) =0seesolosex =0



Figura 2: Insiemi S, per valori di p minori di 1

Dalle proprieta del prodotto scalare discende
e (ax,y) = a(z,y), per ogni a € C
o (r,y+2) = (x,y) + (z,2)

Un esempio di prodotto scalare su R™ & dato da (z,y) = x7y; esso & detto
prodotto scalare euclideo. Un esempio di prodotto scalare su C™ e dato da
(x,y) = 2Hy; esso & detto prodotto scalare hermitiano.

Si osserva che, dato un prodotto scalare {x,y) su C", allora applicazione
z — (z,z)/? & una norma. Questa norma viene detta norma indotta dal pro-
dotto scalare. Ad esempio, la norma 2 € la norma indotta dal prodotto scalare
hermitiano (x,y) = xfy.

Un prodotto scalare soddisfa la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz nota an-
che come diseguaglianza di Cauchy-Bunyakowski-Schwarz

[z, 9)* < (z,2)(y,y), (1)

di cui si riporta la breve dimostrazione
dim. Se y = 0 la diseguaglianza ¢ soddisfatta. Se y # 0 si pone t =

(y,x)/(y,y) per cui
0< (z—ty,x —ty) = (z,2) — [{z, 9[>/ {y,9)

da cui, moltiplicando per (y,y), si ottiene la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
O

La diseguaglianza di Cauchy-Schwarz implica che (z,y) < 1 per ogni coppia
di vettori z e y tali che ||z|| = |ly|| = 1, dove | - | & la norma indotta dal



prodotto scalare. Nel caso di R™ questo ci permette di definire 'angolo 6 € [0, 7]
formato da due vettori 2 e y mediante Uespressione cosd = (z,y)/(||z| ||yl
Nel caso di C" si puo definire 'angolo 0 € [0, 7/2] mediante la relazione cos =
[{(x,y)|/(|z] ||ly]]). Questo ci permette di definire 'ortogonalita di due vettori
x,y quando (z,y) = 0.

Ci si puo chiedere se la norma 1 o la norma 2 siano o meno indotte da un
prodotto scalare. Per questo vale il seguente risultato.

Teorema 1 Una norma || - || é indotta da un prodotto scalare se e solo se vale
la legge del parallelogramma

lz + l* + llz =yl = 2(lll* + lyl*). (2)

Inoltre, su R™ il prodotto scalare che induce la norma || - || é dato da

1
(@y) = 7(le+yll* =z = yl*),

mentre su C" il prodotto scalare é dato da
1 . i .
(@y) = (e +yll* = e = yl* + i(llz + iy = o = 1y]*)).

La condizione data nel teorema precedente, che abbiamo chiamato legge
del parallelogramma, esprime il fatto che la somma dei quadrati delle diagonali
di un parallelogramma & uguale alla somma dei quadrati dei quattro lati. Si puo
verificare che la norma infinito non soddisfa la legge del parallelogramma. Ad
esempio, in R?, scegliendo z = (1,0) ey = (0, 1) vale ||z+y||%, =1, |[z—y||%X =1,
mentre 2(||z||%, + ||y[|%,) = 4. Gli stessi vettori forniscono un controesempio per
dimostrare che anche la norma 1 non ¢ indotta da un prodotto scalare.

La diseguaglianza triangolare si puo esprimere in modo equivalente nella
seguente forma

ezl =Nyl < llz =y, =,y eC (3)

Infatti, consideriamo a,b € C". Allora dalla diseguaglianza triangolare ap-
plicata a a e b, si ha |la + b|| < ||a|| + [|b]] da cui ||a + b|| — ||a|| < [|b]]. Quindi
ponendo z = a+bey =asiha |z — ||y|| <[z —y|. Scambiando z con y si
deduce che [|y|| — |lz|| < [ly — z|| = [[z — y|| da cui segue la diseguaglianza {3)).

Una conseguenza immediata della diseguaglianza triangolare espressa nella
forma ¢ che ogni norma ¢ una funzione uniformemente continua cioe vale

Ve>036>0: Yo,y eC" |z —yi| <0 = [[lz] — [yl [ < e

L’uniformita della continuita sta nel fatto che il valore di § non dipende dalla
scelta di x e y in C™. Questa utile proprieta si dimostra nel modo seguente



Dim. Si consideri la base canonica di C" formata dai vettori el) = (egj)),
j=1,...,ntaliche el(-J) = 0;,5, dove d; ; ¢ il delta di Kronecker. In questo modo

z=>" ze®ey=3" ye®. Vale allora

n n
lo =yl = 12 (@: =)™ < 3l = wil 1]
i=1

i=1

da cui, se |x; — y;| < § ne segue che

le =yl <dv, =3 le?],

=1

dove ~ ¢ indipendente da = e da y. Quindi dalla si deduce che

izl = llyll ] < &7
Allora per completare la dimostrazione basta scegliere ¢ < ¢/7. O

La continuita delle norme vettoriali implica la seguente proprieta di equiva-
lenza delle norme su C™.

Teorema 2 (Proprieta di equivalenza delle norme) Per ogni coppia di nor-
me || - || el -]|” suC™ esistono costanti positive v, B tali che per ogni x € C"
vale

allz]" < Jl=l|” < Bl

Dim. Se x = 0 la proprieta e verificata. Supponiamo allora x # 0. Possiamo
scegliere una delle due norme a piacere ad esempio la norma infinito. Infatti se
dimostriamo la doppia diseguaglianza per la coppia || - ||, || - [« € per la coppia
11”511 lloo, componendo le due doppie diseguaglianze otteniamo le costanti che
legano || - ||" e || - ||”. Scegliamo allora || - ||’ = || - |l € osserviamo che, per la
definizione di || - ||oo, Uinsieme Soo = {z € C":  ||z||oo = 1} & limitato. Inoltre,
essendo S, 'immagine inversa dell’insieme chiuso {1} tramite || - || ed essendo
la norma infinito continua, ne segue che S, € anch’esso chiuso. Sappiamo allora
che essendo S, un sottoinsieme chiuso e limitato di C" esso ¢ compatto. Quindi
la funzione continua || - || ha massimo e minimo su S.. Siano § e « i valori di
questo massimo e minimo. Allora, poiché vale y = mx € S, ne segue che

a<|yl" <8

da cui
allzlleo < )" < Bllzlloo-

O

Se x = (x;) € C", definiamo y = (y;) dove y; = |z;|]. Se || - || & una delle tre
norme 1,2 e infinito vale ||z|| = |ly||. In generale questo non ¢ vero. Si provi a
trovare degli esempi di questo fatto. Una norma che verifica questa proprieta e
detta norma assoluta.

Si possono agevolmente determinare le costanti a e 8 che legano le norme
1,2 e infinito. Vale infatti il seguente




Teorema 3 Per ogni x € C™ si ha

[#]loc < [[zfl1 < nf|2]|oo

[zll2 < [zl < v/nllz]l2 (4)

[zllse < flzll2 < v/nllz]lo

Dim. Poiché || < 2lloe si ha ol = S0y J21] < nllzlloe 2] > []oo-

Da cui segue la prima coppia di diseguaglianze. Dall'identita (>, |xi\)2 =
Yica |l +232, ; lwizs| segue ||z]]§ > ||lz[3 e quindi [|z[ly > [|z[]2. Per dimo-
strare la diseguaglianza ||z||; < v/n||z||2 si deve ricorrere alla diseguaglianza di
Cauchy-Schwarz soddisfatta dal prodotto scalare hermitiano. Infatti scegliendo
y = (y;) con |y;| =1 e y;&; = |z;|, dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
si ottiene

O lwil)? = [y < (@ 2)y,p) =n Y |wl
i=1 i=1

da cui ||z]]1 < v/n|z|]2. Per quanto riguarda la terza coppia di diseguaglianze
si osserva che la seconda si ottiene dalla formula ||z[|3 = Y7, |2;|* maggio-
rando ciascun |z;| con ||z||~. Per la prima diseguaglianza basta osservare che
S xil? > |z;]? per ogni j. O

Una proprieta interessante della norma 2 e che ¢ invariante sotto trasforma-
zioni unitarie. Infatti se y = Uz ed U @& unitaria, cioe U”U = I, allora

lyll3 =y"y = (Uz)" (Uz) = 2" U"Uz = 2"z = ||2]3.

1.2 Alcuni Esercizi
1. Se  — ||z|| & norma allora  — «||z|| & norma per ogni « > 0.
2. Se z — ||z|| € norma e S ¢ matrice invertibile allora x — ||Sz| ¢ norma.

3. Se S & matrice m x n di rango massimo con m > n, e se || - || & una norma
su R™ & vero che z — ||Sz|| & norma su R"?

4. Se ||z||" e ||z||"” sono norme allora «|x||” + 8||z||” & norma per a, § > 0.
5. Dire se le seguenti applicazioni sono norme

e x — min; |z

e & — max; |z;| + min; |z

(z1,72) = |21 — T2| + |71

(z1,22) = |21] + min{|z1], [z2]}

6. Sia x € R?" e si partizioni z in due sottovettori () = (z1,...,2,) e
z® = (2,41,...,%2,). Siano || - | una norma su R” e || - || una norma
su R2. dire se applicazione = — ||([lz™]’, [|=®||")||"” & una norma.



7. Sia A matrice hermitiana definita positiva. Dimostrare che (x,y) — y Ax
¢ un prodotto scalare.

8. Dimostrare che una matrice A e unitaria se e solo se per ogni x € C™ vale
[z]l2 = [|Az]l2.

2 Norme di matrici

L’insieme delle matrici n x n & uno spazio vettoriale di dimensioni n?. In altri
termini una matrice A n x n puo essere vista come un vettore di n? componenti.
Per cui in linea teorica potremmo usare le definizioni e le proprieta delle norme
di vettori per matrici in generale. Per0o € conveniente usare una definizione
leggermente piu forte che impone qualche utile proprieta.

Definizione 2 (Norma di matrice) Si dice norma di matrice una applica-
zione || - || da C™*™ in R tale che

o ||A|| >0, |A]] = 0 se e solo se A=0
o [laAll = |af[|A] peraeC

o [[A+ Bl < [|A + B

o [[AB| < |lA]l Bl

Le prime tre proprieta sono le analoghe di quelle date nel caso dei vettori. La
quarta, piu specifica al contesto delle matrici, ¢ detta proprieta submoltiplicativa.
Un esempio di norma di matrice e la norma di Frobenius definita da

1/2

[Alp = { D0 il

i=1j=1

Si osserva che la norma di Frobenius non ¢ altro che la norma euclidea applicata
al vettore
vec(A) = (a1.1,a2.1,- -+, 020,012, Gpn)

che si ottiene sovrapponendo una sull’altra le colonne di A. La norma di Fro-
benius pud anche essere scritta come [|A||r = traccia(A” A)'/2 ed & la norma
indotta dal prodotto scalare (A, B) = traccia(A” B).

Tra le norme di matrici giocano un ruolo importante le norme di matrici
indotte da una norma vettoriale, dette anche norme operatore.

Sia || - || una norma su C" e A una matrice n X n. Poiché la sfera unitaria
S={zxeC": |z]] = 1} & un chiuso e limitato quindi un compatto, ed
essendo la norma una funzione continua, esiste il

max || Az|.
zes



E facile dimostrare che I’applicazione che associa ad A questo massimo & una
norma che chiamiamo norma di matrice indotta dalla norma vettoriale || - || e
denotiamo col simbolo ||A||. Poniamo quindi

|A]l := max ||Ax]|.
llzll=1
La dimostrazione delle quattro proprieta ¢ una semplice verifica e non viene
riportata.

Se guardiamo ad una matrice come un operatore lineare tra due spazi vet-
toriali, la norma indotta di una matrice ci dice qual & il massimo allungamento
che 'operatore produce nel trasformare i vettori. L’allungamento viene misu-
rato nella norma vettoriale assegnata. Per questo motivo questa norma viene
chiamata anche norma operatore.

Una proprieta che segue direttamente dalla definizione e che & molto utile
nelle elaborazioni successive e la seguente

[Az|| < Al f|=[|- (5)
Un’altra conseguenza interessante della definizione di norma di matrice in-
dotta & ||I|| = 1. Questa proprieta non & verificata dalla norma di Frobenius

per cui ||I|| = y/n. Quindi la norma di Frobenius non & una norma indotta.

Ci possiamo chiedere come sono fatte le norme di matrice indotte dalle norme
vettoriali 1,2 e infinito. Vale per questo il seguente risultato che ci permette di
valutare queste norme in modo agevole in almeno due casi su 3.

Teorema 4 Per le norme di matrice indotte dalla norma 1,2 e infinito vale
[A[ly = max; Z?zll)gi,jl
[All2 = (p(A™ A)) (6)

[Alloo = max; 3771 |ai;

dove p(A) denota il raggio spettrale di una matrice A, cioé il massimo dei moduli
dei suoi autovalori.

Dim. La metodologia dimostrativa e la stessa nel caso delle tre norme. In
un primo passo si dimostra che le relazioni @ valgono con il segno <. In un
secondo passo si dimostra che esiste un vettore  di norma unitaria per cui || Ax||
coincide con il membro destro in @ nei tre casi distinti. Partiamo con la norma
1 e dimostriamo che [|A[j; < max; Y ., |a; ;|. Dato x € C" tale che |z|j; =1
vale

n n n n n n
[Azlle =D 1> anms| <D0 laigllas] =Y lag) > lail-
i=1

i=1 |j=1 i=1 j=1 j=1

Maggiorando Y-, |a; ;| con max; Y i, |a; ;| si ottiene

n n n
[Az[ly < max ) ai ;| Y o] = max Y ai .
VI . Jj 4
i=1 Jj=1 =1



Inoltre se max; Y"1, |a; j| & preso sulla colonna k-esima, il vettore z = e(¥) che
ha componenti nulle tranne la k-esima che vale 1, & tale che ||z|y =1 e

n n
[Az|ly =) |as | = max Y |ai ).
: J “
i=1 i=1

La dimostrazione procede in modo analogo con la norma infinito. Infatti, se
x & un vettore tale che ||z]/. = 1, vale

n n
[ Az[|os = max > aia| < mgxz |ai, ;] |;]-

Jj=1 J=1

Maggiorando |z;| con 1, si ottiene

n
[Az[loe < m?XZ las, ;-

Jj=1

Supponiamo che il massimo sia raggiunto sull’indice k. Allora scegliendo il vetto-
re x in modo che x; = ag ;/|ak ;| se ax,; # 0 e x; = 1 altrimenti, risulta ||z|/c =
1 e la k-esima componente di Az & uguale a 37, [ax ;| = max; Y7, |a; ;1.

Per la norma 2 si procede in modo analogo. Se x ¢ tale che ||z||z = 1 allora
|Az||3 = 2 A" Az, e, poiché AT A & hermitiana, esiste una matrice unitaria U
tale che UF A AU = D, con D matrice diagonale e di; > 0. Risulta allora, con
y=U"z,

|Az3 =« (UDUH)x—yHDy—ZIyzl A < p(ATA) Zlyz = p(AT4),

i=1 i=1

dove I'uguaglianza & raggiunta quando z & autovettore di A¥ A corrispondente
a p(ATA). O

Si puo notare come la norma 1 e la norma infinito siano facilmente calcolabili.
Mentre la norma 2, richiedendo il calcolo degli autovalori di una matrice &
calcolabile con maggiori difficolta computazionali.

Si ¢ gia osservato che dalla definizione di norma 2 e di norma di Frobenius
segue ||Allz < ||Al|lr. Infatti [|A]|% = traccia(AH A) & la somma degli autovalori
della matrice semidefinita positiva A7 A, mentre ||A[|2 = p(A7 A) & il massimo
degli autovalori di A7 A.

Dalle relazioni si possono ricavare agevolmente le costanti che legano
attraverso diseguaglianze le norme di matrice indotte dalla norma 1,2 e infinito.

E interessante osservare che se U e V sono matrici unitarie e B = UAV
allora

BB = (UAVYH(UAV) = VIARURU AV = VH AR AV

cioe A A e BHB sono (unitariamente) simili ed hanno quindi gli stessi autova-
lori per cui p(A# A) = p(BH B) e traccia(A? A) = traccia( B B).



Una proprieta che lega la norma 2 e la norma di Frobenius & che [|A]2 <
|A||r. Cio vale poiché

I3 = p(A" A) < traccia(A" A) = | A|I%,

infatti la traccia ¢ la somma degli autovalori, che per A” A sono tutti maggiori
o uguali a zero essendo A A semidefinita positiva. Questo ci permette di di-
mostrare agevolmente la proprieta submoltiplicativa della norma di Frobenius.
Infatti vale

| Azllo < [Allsll2lls < [AlLel]2

Questo implica che

IAB[3 = > [ABeD |5 < Y A3IIBeY 5 < Al D 1BeW|I3 = [|AI (I BII%-
j=1 j=1 j=1
2.1 Norme e raggio spettrale

Ci sono delle relazioni molto strette tra le norme di matrici indotte e il raggio
spettrale. La prima osservazione interessante ¢ che se A ¢ autovalore di A, cioe
Ax = Az per z # 0, allora per la

[Az|| < [[A]l ||
da cui |A|||z]] < ||A|l]|z]]. Ne segue che ||A|| > |A| per ogni autovalore A per cui

[A[l= p(A). (7)

Ci possiamo chiedere allora se p(A) puo essere una norma per ogni matrice A.
Per questo vale il seguente risultato

Teorema 5 Per ogni matrice A e per ogni € > 0 esiste una norma di matrice
indotta || - || tale che
p(A) < || Al < p(A) +e.

Inoltre, se gli autovalori di A di modulo uguale al raggio spettrale stanmo in
blocchi di Jordan di dimensione 1, allora esiste una norma indotta che applicata
ad A coincide con p(A).

Dim. Se S & una matrice invertibile allora si verifica facilmente che, data
una norma || - | vettoriale, applicazione # — ||Sxz|| ¢ una norma. Definiamo
allora ||z||s := ||Sz||. Verifichiamo che la norma di matrice indotta dalla norma
I lls & [Alls = [[SAS™. Infatti

|Alls ;= max ||Az|s = max [SAz| = max [|[SAS™'y| = |SAS7,
llz]ls=1 | Sz|l= llyll=1
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con y = Sz. Ora portiamo A in forma di Jordan, J = W—1AW, e fissa-
to € > 0, consideriamo la matrice diagonale D, i cui elementi diagonali sono
Le,€2,...,e" L. Osserviamo che la matrice J = D *J D, & diagonale a blocchi
con blocchi che differiscono dai blocchi di Jordan per il fatto che gli elementi
sopra diagonali sono uguali a €. Per cui la norma infinito di J ¢ data da p(A)+e
se esiste un blocco di Jordan di dimensione maggiore di 1 con autovalore di
modulo uguale al raggio spettrale. Mentre, se tutti gli autovalori di modulo
uguale al raggio spettrale stanno in blocchi di Jordan di dimensione 1 e se € e
scelto abbastanza piccolo in modo che |A| + € < p(A) per ogni altro autovalo-

re A, allora ||J]|e = p(A). Ne segue che il teorema vale con ||A|| = ||A|s dove
S = D7'W~L. Inoltre || Al = p(A) se tutti gli autovalori di modulo p(A) stanno
in blocchi di dimensione 1. (]

Un altro risultato che lega il raggio spettrale con le norme di matrici & dato
dal seguente.

Teorema 6 Per ogni norma di matrice || - || e per ogni matrice A vale
lim || A*[[* = p(4)
k—o0

Dim. La dimostrazione consiste di due parti. Una prima parte in cui si
fa vedere che se il limite esiste allora non dipende dalla norma. Una seconda
parte in cui si sceglie una norma speciale per cui il limite ¢ proprio p(A). Per
la prima parte supponiamo di avere due norme |- | e || - || e di sapere che esiste
il limy_so0 ||A¥||"/* = £. Per il teorema di equivalenza delle norme si ha che
esistono costanti a e S per cui vale la relazione

af X < || X" < Bl1X]|
qualunque sia la matrice X. Scegliendo allora X = A* si ha
al A% < AR < Bl A%
e, prendendo la radice k-esima delle tre espressioni si ottiene
al/kHAk'Hl/k < (”AkH/)l/k < ﬁl/kHAkHl/k

Prendendo il limite per k — oo, a/¥ e /¥ convergono ad 1 per cui la parte
di sinistra e la parte di destra convergono allo stesso limite ¢. Per il teorema dei
carabinieri la parte centrale converge anch’essa ad £.

Rimane ora da dimostrare che per una particolare norma vale ¢ = p(A).
Per questo ricorriamo alla forma di Jordan J = S™'AS di A e, come abbiamo
gia fatto, consideriamo la norma infinito di J come norma particolare di A.
Denotiamo quindi ||A|| = ||J]|. Valutiamo quindi ||A*|| = ||J*||«. Poiché la
matrice J* ¢ diagonale a blocchi con le potenze k-esime dei blocchi di Jordan
di A sulla diagonale principale, la norma infinito di J* ¢ la massima norma
infinito delle potenze k-esime dei blocchi di Jordan di A. Sia J un generico
blocco di Jordan corrispondente all’autovalore A. Se il blocco ha dimensione 1
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la sua norma @ ||J%||s = |A|¥, se il blocco ha dimensione m maggiore di 1 allora

vale:
e
Tk = A .
(-
)\k

__ Cio si vede applicando la formula del binomio di Newton al blocco di Jordan
J scritto nella forma J = A + H dove H = (h;;) ¢ la matrice che ha tutti
elementi nulli tranne h; ;41 = 1 per ¢ = 1,...,m — 1, essendo H* = 0 per
k > m. Quindi, se A = 0 vale J* = 0 per k > m. Se A # 0 allora prendendo la
norma infinito di J* si ottiene

m—1 k m—1 k
1741 =3 e (5) = e ()
=0 =0

Ora, prendendo la radice k-esima dell’espressione precedente e prendendo il
limite per k — oo si ottiene

lim (kan )”k:m lim (miuri P\ — o
k—oc0 e k—o0 =0 )

infatti la parte sotto radice k-esima, come funzione di k, & un polinomio di grado
m — 1 per cui limy o0 (377" N (¥) /P = 1. O

Se A ¢ tale che ||A]| < 1 per qualche norma di matrice indotta, allora, per
la @, A ha autovalori in modulo piu piccoli di 1 e conseguentemente I — A &
invertibile. Una diseguaglianza utile che fornisce una stima di |[(I — A)71|| ¢ la
seguente:

1
I =AY < 5
1— A
Infatti, da (I — A)~'(I — A) = I si ricava che
(I-A)t=T-A)71A+1
Prendendo le norme e usando la diseguaglianza triangolare si ottiene

I = A <1+ A - A7

da cui la tesi.
Si osservi che sostituendo —A ad A si ottiene ||(I 4+ A)7| < 1/(1 — || A4]).

3 Numero di condizionamento

Lo studio del condizionamento di un sistema lineare Ax = b ha come obietti-
vo capire in quali condizioni una piccola perturbazione introdotta nel vettore
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dei termini noti o negli elementi della matrice A, si ripercuota pilt o meno
amplificato nella soluzione. Uno strumento per fare questo sono i coefficien-
ti di amplificazione. Ricordiamo che nel calcolo di una funzione f(t1,...,t,)
di n variabili il coefficiente di amplificazione rispetto a t; ¢ dato da tingi /f.
Nel nostro caso le funzioni di cui calcolare i coefficienti di amplificazione sono
2i(bi, ... bn,a11,. .. ann) per i =1,...,n di n? + n variabili dove z = A~1b.
usare questo strumento nel caso dei sistemi lineari porta ad una complicazione
formale molto pesante. E allora piu conveniente, anziché valutare le perturba-
zioni componente a componente, dare una valutazione globale usando le norme.
Anche se le stime che otteniamo in questo modo sono meno precise, esse hanno
il vantaggio di essere di uso piu facile e immediato.

Siano 0, € C™ e 04 € C™*™ perturbazioni che introduciamo rispettivamente
inbein A.

Assumendo b # 0 e A # 0, definiamo ora

es = [[0u[l/110ll,  ea = l10all/IA]

le perturbazioni relative espresse in norma. Denotiamo con x + J,, la soluzione
del sistema perturbato, cioé tale che

(A+da)(x+0,) =0+

e definiamo €, = ||d;]|/||x| la variazione relativa nel risultato conseguente alle
due perturbazioni introdotte. Si osserva che se §4 = 0, dalle relazioni Ax = b e
A(z + 9;) = b+ Jp si ricava

Ady =

e, assumendo det A # 0, si ricava 6, = A7, da cui ||6,]] < [[A7Y ||6]]. D’altra
parte, poiché Az = b ne segue ||b]| < || 4|l ||z]] da cui
16z | —1yy [10ll
o < A4 e
Cioe la perturbazione relativa in norma €, introdotta nel termine noto ha causato
una variazione relativa in norma e, nella soluzione limitata da e, < || Al [|A™ .
Il numero u(A) = ||A||[|[A7L]| & detto numero di condizionamento di A ed
esprime la massima amplificazione che puo subire I’errore introdotto nel termine
noto.
Una maggiorazione analoga anche se un po’ piut complessa vale nel caso in
cui 4 # 0.

Teorema 7 Sedet A#0 e ||A7||||0a]l <1 allora det(A+ §4) # 0, inoltre

o lAla
T = -1
1—eallAll[[A=H]
Dim. Dalle relazioni Ax =be (A+d4)(x+d:) = b+, sottraendo membro

a membro si ottiene (A + 54)0, = —dax + 8. Poiché A+ 64 = A(I + A7164)
e ||A7184] < [JA7Y| 164l < 1, la matrice T 4+ A~164 risulta invertibile e vale

0p = (T + A1) PAT Y (=62 + 0p).

(ep +€a).
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Poiché ||[(I +A7164)7 Y < 1/(1 — |A=54) < 1/(1 — [|JA7L|[[|64]]), risulta

JA~
5| <
1611 < 1=

———————(||0a]l l]| + [|0»
1At oan oAl 2l +l1oll)

che assieme alla relazione ||b]| < ||A||||z|| conduce al risultato O

Si osservi che in questo caso il coefficiente di amplificazione ha una forma piu
complessa. Perd nel caso in cui €4 & molto pilt piccolo di [|Al| [|A7!]], allora il
coefficiente di amplificazione € ben approssimato dal numero di condizionamento
w(A) di A.

Se la matrice A ¢ hermitiana e definita positiva, ordinando i suoi autovalori
come

0< A <A <-- < Ay,

risulta ||Alj2 = A, |47 2 = A\{*. Per cui

pa(A) = | Al A7 = 52
1
Cioe il numero di condizionamento in norma 2 ¢ dato dal rapporto tra il massimo
e il minimo autovalore si A.

Se A ¢ hermitiana ma non ¢ definita positiva, ordinando i suoi autovalori in
modo che [Ai| < [Aia| per i = 1,...,n — 1, vale Ao A" [|> = 152/, cioe il
rapporto tra ’autovalore di massimo modulo e quello di minimo modulo di A.

Se A ¢ normale allora dal fatto che la sua forma di Schur D = Q¥ AQ &
diagonale segue che il numero condizionamento di A in norma 2 & ancora dato
dal rapporto tra 'autovalore di massimo modulo e quello di minimo modulo.

Se A non ¢ normale la situazione ¢ piu complicata. Prendiamo ad esempio

la matrice

1 a a®> ... a2 a" 1]
1 a a2 an—?
Al = .
1 a a?
1 a
L 1 -
da cui ||Allo = 1+ |a|, mentre, assumendo per semplicita |a] # 1 si ha
A oo = S0 Jaft = ‘fa“:ll. Si osserva allora che, se |a| > 1 il numero
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di condizionamento cresce esponenzialmente con n su base |a|. Ad esempio, se
a =10 e n = 100 il numero di condizionamento & dell’ordine di 10'%°. Questa &
la situazione tipica di un blocco di Jordan relativo ad un autovalore \ tale che
Al < 1.

4

10.

11.

12.
13.

Esercizi

. Sia S € R™*™ con m > n, e sia || - || una norma su R™. Si dica sotto

quali ipotesi su S l'applicazione x — ||Sz| ¢ una norma su R™.

. Si dica, motivando la risposta, quali delle seguenti funzioni ¢ una norma

su R™:
a) x — |z1| + |xn]

(a)
(b)
)
)

xr — max; |z;| + min; |z;]

(c

(d) suR?, 2 — |z1 — 22| + |21

x — |z1| + max; |z

. Dire se ﬁ” -||F € norma indotta.

. Dimostrare che I’applicazione A — max; ; |a; ;| soddisfa ai primi tre as-

siomi delle norme ma non & submultiplicativa.

. Dimostrare che ||A||r < /7||A]|2 dove r & il rango di A.

. Dimostrare che [|A|l2 < /[ 4|1]]A]]co-

. Dimostrare che per una matrice unitaria il numero di condizionamento in

norma 2 ¢ 1.

. Stimare il numero di condizionamento in norma 2 e in norma infinito di

un blocco di Jordan n x n di autovalore \.

. Stimare il numero di condizionamento in norma 2 e in norma infinito di

una matrice elementare, cioe del tipo I — uv? dove u,v € C". (Si veda
Particolo sulle matrici elementari)

Se A & matrice triangolare non singolare si dimostri che || Al2]|A7 Y2 >
max; |a; ;|/ min; |a; ;|.

Si dimostri che una matrice non singolare A ha numero di condizionamento
1 in norma 2 se e solo se A7 A = al.

Si determinino costanti « e 8 tali che apioo(A) < p2(A) < Buco(A).

Si dimostri che se A ¢ hermitiana allora po(A) < p(A), dove u(A) ¢ il
numero di condizionamento rispetto a una qualsiasi norma indotta.

15



14. Si dica qual & il massimo numero di condizionamento in norma infinito
di una matrice triangolare inferiore con elementi diagonali uguali a 1 ed
elementi non diagonali di modulo minore o uguale a 1.

15. Se x e la soluzione del sistema Ax = b e y € una sua approssimazione,
posto r = Ay — b il residuo di y, si dimostri che vale

lz —yll Il
< (A
| 1]

16. Siano || - ||" e || - ||"” due norme su R™. Si consideri applicazione che alla
matrice n x n reale A associa il numero reale f(A) = max|, = [|[Az||".
Dire quali proprieta della norma di matrici soddisfa questa applicazione. Si

dimostri che scegliendo [|-||" = ||-|[1 € ||| = ||'||« si ha f(A) = max; j |a; ;]|
. 3 -1 - . S
17. Sia A = Rk Si dica se esiste una norma matriciale indotta || - || tale
che:
(a) Al =4
(b) [[A| =2+ 10720
(©) [IA]l =2.
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Fattorizzazioni LU e QR

Dario A. Bini, Universita di Pisa

27 settembre 2019

Sommario
Questo modulo didattico contiene risultati e proprieta relativi alle
fattorizzazioni LU e QR di una matrice. Si danno condizioni di esi-
stenza e unicita della fattorizzazione LU e si mostra l'utilita di queste
fattorizzazioni nella risoluzione di sistemi lineari.

Si consideri il sistema lineare Az = b, dove A ¢ una matrice n X n non
singolare e b € R™ ¢ il vettore dei termini noti. Se la matrice A & triangolare
inferiore, cioe se a;,; = 0 per ¢ < j, allora il sistema puo essere facilmente risolto
mediante il metodo di sostituzione in avanti definito dalle seguenti formule

Tl = bl/al,l,
i1 )
T = (bt _22:1 ai,jxj)/ai7i, 1= 2,...,n.

In base a queste formule x; si ricava dalla prima equazione e si sostituisce
nelle altre, x5 si ricava dalla seconda equazione e si sostituisce nelle successive
e via di seguito finché si ricava x,, dall’ultima equazione. Queste formule richie-
dono n? operazioni aritmetiche. Inoltre ¢ facile dimostare che queste formule
sono numericamente stabili all’indietro.

Un discorso analogo vale se la matrice ¢ triangolare superiore, cioe se a; j = 0
se i > j. In questo caso le formule di risoluzione sono

Tn = bn/an,na
Tn—i = (bnfz - Z;'L:H_l anfi,jxj)/anfi,nfiv 1= 13 s, — ]-7

che definiscono il metodo di sostituzione all’indietro. Anche queste formule
richiedono un numero di operazioni aritmetiche pari a n? e sono numericamente
stabili all’indietro.

Un’altra situazione favorevole si incontra quando A é una matrice unitaria.
Infatti in questo caso l'inversa di A coincide con A¥ per cui la soluzione del
sistema si ottiene come x = A”b e puod essere calcolata con 2n? — n operazioni
aritmetiche e il calcolo € numericamente stabile all’indietro.

Nel caso in cui A & una matrice arbitraria non singolare si puo cercare di
fattorizzare A nel prodotto di due o pitt matrici per le quali la risoluzione del
sistema originale sia piu facile. Infatti, se A = BC & una fattorizzazione di A,
dove B e C sono matrici n X n, allora il sistema Az = b puod essere riscritto
come una coppia di sistemi da risolvere in successione:



By=b
{ Cr=y

Infatti la risoluzione del primo sistema ci fornisce il vettore y che viene
successivamente usato come termine noto nel secondo sistema la cui soluzione
x coincide con la soluzione del sistema originale.

Se le matrici B e C sono triangolari o unitarie allora si puo trarre vantaggio
da quanto detto sopra e risolvere i due sistemi con un costo computazionale
proporzionale a n2. II costo complessivo della risoluzione del sistema originale &
allora la somma dei costi della risoluzione dei due sistemi piu il costo del calcolo
della fattorizzazione A = BC.

Le fattorizzazioni di matrici piu studiate in letteratura sono le seguenti:

e fattorizzazione A = LU, dove L & matrice triangolare inferiore con ele-
menti diagonali uguali a 1, U ¢ matrice triangolare superiore;

o fattorizzazione A = PLU, dove L ed U sono come sopra mentre P &
matrice di permutazione;

e fattorizzazione A = P LUP,, dove L e U sono come sopra mentre P, Py
sono matrici di permutazione;

e fattorizzazione A = QR, dove @) & unitaria mentre R e triangolare supe-
riore.

Forniamo ora una condizione di esistenza e unicita della fattorizzazione LU.
Per questo e utile dare prima alcune definizioni.

Se  C {1,2,...,n}, la matrice di elementi a;; con i,j € Q ¢ detta sot-
tomatrice principale di A. Una sottomatrice principale ha elementi diagonali
che sono anche elementi diagonali di A. Se Q = {1,2,...,k} la sottomatrice di
elementi con indici in €2 viene detta sottomatrice principale di testa di A.

Teorema 1 Se tutte le sottomatrici principali di testa k x k di A sono non
singolari per k =1,...,n—1 allora esiste ed ¢ unica la fattorizzazione LU di A.

Dim.

Si procede per induzione su n. Per n = 1 non c¢’e’ nulla da dimostrare poiché
L=(1), A=U = (a1,1). Assumiamo vera la tesi per dimensione n — 1 e la
dimostriamo per dimensione n. Cerchiamo quindi una fattorizzazione A = LU
che scriviamo nella seguente forma dopo aver partizionato opportunamente le
matrici in blocchi:

An—l ‘ b _ Ln—l ‘ Un—l ‘ Yy
I Janm T 1 0 | tnn |
Uguagliando tra loro i quattro blocchi in entrambi i membri della espressione
precedente si ottiene




Ap_1 = L, 1Upq, b= Lnflyu
T _ T _ T
c =T Un—l; Upp =T y+un,n

Poiché A,,_;1 ha sottomatrici principali di testa non singolari, per l'ipotesi
induttiva esistono uniche matrici L,,_1 e U, _1 tali che A,,_1 = L,,_1U,_1, dove
L, _; ¢ triangolare inferiore con elementi diagonali uguali a 1, U,,_; € triangolare
superiore. Inoltre, poiché L, € triangolare con elementi diagonali uguali a 1,
il suo determinante & uguale a 1 e quindi L,_; € non singolare. Allora esiste
unico il vettore y = L;ilb. Poiché A,y = L,_1U,_1 e A,_1 & non singolare
per ipotesi, anche U,,_; risulta non singolare, quindi esiste unico z” = cTUrf_ll.
Infine u,, ,, ¢ dato in modo univoco dalla relazione wy, , = apn — zTy. O

La condizione di non singolarita delle sottomatrici principali di testa di A
data nel teorema precedente non & necessaria per 1’esistenza della fattorizzazione
LU come mostra il semplice esempio

IR ERTIERY

E facile dimostrare che se A & invertibile allora la condizione data nel teorema
1 & anche necessaria per 'esistenza della fattorizzazione LU. Si lascia questo per
esercizio. Si puo inoltre dimostrare che una fattorizzazione PLU esiste sempre
qualunque sia la matrice A. Cio¢ permutando le righe di una qualsiasi matrice
A in modo opportuno ci si pud ricondurre ad una matrice che ammette una
fattorizzazione LU.

Vedremo in un altro articolo come si possono costruire e analizzare algoritmi
per il calcolo della fattorizzazione LU di una matrice A.

Per quanto riguarda la fattorizzazione QR daremo un metodo che calcola
tale fattorizzazione qualunque sia la matrice A. Quello che & evidente & che la
fattorizzazione QR non € unica. Cio si vede con questo semplice ragionamento.
Se A = QR & una tale fattorizzazione e se D & una qualsiasi matrice diagonale
con elementi di modulo 1 sulla diagonale principale, allora D ¢ sia unitaria che
triangolare superiore per cui A = QDD™'R = QR con Q =QD, R=D"'R¢
ancora una fattorizzazione QR di A. Infatti Q unitaria come prodotto di matrici
unitarie e R triangolare superiore come prodotto di matrici triangolari superiori.

Se A & invertibile allora si puo dimostrare che la fattorizzazione QR € unica
a meno di trasformazioni ottenute mediante matrici diagonali unitarie. Infatti,
se A= Q1R = Q2 Ry, dallipotesi di nonsingolarita segue che Q¥ Q, = Rng1
Quindi la matrice triangolare superiore RgRl_l € unitaria ed e facile verificare
che le uniche matrici triangolari unitarie sono quelle diagonali.

Esercizi

1. Si dimostri che se A & fortemente dominante diagonale allora esiste ed ¢
unica la fattorizzazione LU di A.



2. Si dimostri che se A & hermitiana e definita positiva allora esiste ed € unica
la fattorizzazione LU di A.

3. Si dimostri che se A ¢ hermitiana e definita positiva allora esiste la fatto-
rizzazione A = LDLT, dove D ¢ matrice diagonale con elementi diagonali
positivi ed L & triangolare inferiore con elementi diagonali uguali a 1.

Riferimenti bibliografici

[1] D. Bini, M. Capovani, O. Menchi. Metodi Numerici per I’Algebra Lineare.
Zanichelli, Bologna 1988.



Matrici elementari e fattorizzazioni

Dario A. Bini, Universita di Pisa

1 febbraio 2020

Sommario

Questo modulo didattico introduce ed analizza la classe delle matrici
elementari. Tale classe verra usata per costruire algoritmi di fattorizza-
zione di matrici e risolvere sistemi lineari.

1 Introduzione

Si introduce la classe delle matrici elementari che hanno proprieta computazio-
nali interessanti e permettono di costruire algoritmi efficienti per calcolare le
principali fattorizzazioni di matrici. Poi si considerano due sottoclassi partico-
lari di matrici elementari: le matrici elementari di Gauss che sono triangolari
inferiori, le matrici elementari di Householder che sono unitarie e hermitiane.
Successivamente mostriamo come le matrici elementari possono essere usate per
calcolare una generica fattorizzazione del tipo A = SU dove S & un prodot-
to di matrici elementari e U & triangolare superiore. La specializzazione nella
scelta delle matrici elementari alle matrici di Gauss e di Householder conduce
al metodi di Gauss e di Householder per la fattorizzazione LU e QR di una
matrice.

2 Matrici elementari

Siano u,v € C™. Per ragioni di chiarezza osserviamo che, con le nostre notazioni,
Iespressione vy = Z?:l v;u; fornisce un numero complesso; mentre 1’espres-
sione uvf, prodotto righe per colonne di un vettore colonna e di un vettore
riga, fornisce una matrice n x n di elementi u;v;. Cio premesso, siamo pronti
per dare la definizione di matrice elementare

Definizione 1 Una matrice del tipo
M =1—-ow,

dove I & la matrice identica n X n, ¢ un numero complesso e u,v € C", & detta
matrice elementare.



Si osservi che nella definizione data c’e ridondanza di parametri, infatti il
parametro scalare o potrebbe essere inglobato in uno dei due vettori, inoltre uno
dei due vettori potrebbe essere normalizzato a piacimento. Questa ridondanza
ci permette una maggior facilita nell’analizzare le proprieta computazionali di
questa classe di matrici.

Si osservi ancora che se z € C" allora Mz = z — cu(vfz), per cui tutti i
vettori dello spazio ortogonale a v, cioe tali che v2 = 0, vengono trasformati
da M in se stessi. Se d’altro canto z = u allora Mu = (1 — cvfu)u, cioe
1 — ovfu & autovalore di M corrispondente all’autovettore u. In particolare se
ovfu = 1 allora M & singolare. Viceversa, se M & singolare, esiste 2 # 0 tale
che Mz = 0, cio¢ deve essere x = o(vz)u, v # 0. Per cui a meno di una
costante moltiplicativa vale z = u, e ovfu = 1.

Studiamo ora alcune proprieta computazionali della classe di matrici ele-
mentari. Per semplicitd assumiamo che cuv? # 0. Questa condizione esclude
il caso in cui M = I che non ha bisogno di ulteriore analisi.

Poiché M lascia I'intero sottospazio ortogonale a v invariato, e ha u come
autovettore, cosi fa I'inversa di M se det M # 0. Quindi viene naturale cer-
care l'inversa di M nella classe delle matrici elementari dello stesso tipo di M.
Proviamo allora a cercare un numero complesso 7 tale che Mt = (I — ruvfl).
Cio¢ imponiamo la condizione (I —7uv™ )M = I, dove naturalmente supponiamo
che ovfu # 1, condizione necessaria e sufficiente di invertibilita. Sviluppando i
calcoli si ottiene

(ro(vu) — 7 — o)uw™ =0
che ¢ verificata se e solo se

H

7(1 —ov?u) = —0.

Se ovflu = 1 abbiamo gia osservato che la matrice non & invertibile, infat-

ti 'equazione di sopra non ha soluzione. Se ocvfu # 1 allora I’equazione ha
soluzione
—0
T=—.
1—ovHuy
Si puo sintetizzare questo risultato col seguente

H

Teorema 1 La matrice M = I — cuv™ & non singolare se e solo se cvu # 1

e la sua inversa € data da
—0
I —ruvf, T=——%""
1 —oviu
Il calcolo di 7 richiede ’esecuzione di n+ 1 moltiplicazioni, n addizioni e una
divisione. Un’altra proprieta interessante e riportata nel seguente

Teorema 2 Data M = I — cuv™ matrice elementare e dato un vettore b, il

calcolo del prodotto y = Mb costa 2n + 1 moltiplicazioni e 2n — 1 addizioni. La
risoluzione del sistema Mx = b costa 3n + 2 moltiplicazioni 3n — 1 addizioni e
una divisione.



Una proprieta importante delle matrici elementari € che sono in grado di
trasformare un qualsiasi vettore non nullo in un qualsiasi altro vettore non
nullo come & precisato nel seguente

Teorema 3 Per ogni x,y € C™\0 esiste una matrice elementare M = I —ouv’?

non singolare tale che Mz = y.

Dim. Si procede in modo costruttivo. La condizione (I — cuv)z = y si
riscrive come ou(vfx) =  — y. Basta quindi scegliere v non ortogonale a z e
porre ou = (z — y) /(v ). Per avere la non singolarita di M basta imporre la
condizione ovfu # 1, cioe v (x — y) /(v x) # 1, che & equivalente a vy # 0.
Basta allora scegliere v in modo che non sia ortogonale né a x né a y. O

3 Matrici elementari di Gauss

Una matrice elementare di Gauss & ottenuta ponendo v = e, primo versore
della base canonica, 0 = 1 e u tale che u; = 0. Cioé per una matrice elementare
di Gauss M vale

1 0
M=1—wt = T
0

—Unp 1

E facile verificare che M1 = I 4+ uvH cioe

1 0
M—l u 1
C0

U, 1

Quindi invertire una matrice elementare di Gauss non richiede alcuna opera-
zione aritmetica. Basta cambiare segno agli elementi della prima colonna escluso
I’elemento diagonale.

Si osservi che se x = (z;) € tale che z7 # 0 allora esiste una matrice ele-
mentare di Gauss M tale che Mz = z1e(!). Infatti basta porre u; = x;/x1,
cioe

1 0
—1‘2/1‘1 1
M =
: 0 1
—Zn /21 1

Si osservi che le matrici M e M~! hanno entrambe norma infinito uguale a
1+ max; |x;|/|x1] quindi il numero di condizionamento in norma infinito di M



¢ (14 max; |z;|/|x1])?. Se poi x & tale che |z;| = max; |z;| allora il numero di
condizionamento di M in norma infinito & al piu 4. B quindi indipendente dalla
dimensione n.

Un’altra classe di matrici elementari con numero di condizionamento indi-
pendente da n & quella delle matrici di Householder.

4 Matrici elementari di Householder

Una matrice elementare di Householder ¢ una matrice elementare hermitiana e
unitaria. Vale quindi M = I — Buu'? con 8 = 0 oppure 3 = 2/(ufTu) e u # 0.
Infatti, risulta

(I — Bun™®)(I = puu™)H = (I — Buu™)? =T — 2Bun? + B2 (v u)uu™ = I.

Evidentemente 'inversa di una matrice di Householder M e M stessa. Inoltre
in norma 2 il condizionamento di M & 1 poiché le matrici unitarie hanno norma
2 unitaria.

Non & difficile costruire una matrice di Householder che trasformi un vettore
2 non nullo in un vettore del tipo ce(!). Infatti, si osserva subito che, essendo M
unitaria essa trasforma i vettori lasciando invariata la norma 2, risulta quindi
|a| = ||z||2. Inoltre, poiché M & hermitiana, il valore di 7 Mx & reale qualunque
sia . Questo implica che 7 aeV) = Zar & reale. Cid permette di determinare
il valore di . Infatti di a conosciamo il modulo, quindi « & determinato a meno
di un fattore complesso di modulo 1. Vale cioe¢ a = 0||z||2, con |6] = 1. Si
verifica facilmente che se poniamo

0 — :|:£E1/|SC1| se I1 #O,
T #£1 se 1 =0,

nel caso 7 # 0 risulta
Tro = 22121 /|21 |22 = £z | [|2]]2 € R,

se invece x1 = 0 si ha 1 =0 € R.

In teoria tutte e due i segni vanno bene, ma per ragioni di stabilita numerica
vedremo tra poco che la scelta obbligata e il segno meno.

A questo punto siamo pronti per determinare il vettore u e conseguentemente
lo scalare 8 = 2/(ufu). Infatti, dalla condizione Mz = ae™) si deduce che
(I — Buu™)z = ae™) e quindi

Buf z)u =2 — ae.

Cio permette di determinare il vettore v a meno della sua lunghezza. Ma la
lunghezza di v non é rilevante poiche questa informazione viene inglobata nel
parametro §. Infatti basta porre

u=1z—aeV



e ricavare 3 dalla condizione 8 = 2/(u’u). Infatti con questa scelta di 3 si
verifica facilmente che B(uffz) = 1. Si osserva che il vettore u ha tutte le
componenti uguali a quelle di = tranne la prima che, nel caso x1 # 0 ¢

up =x1 —a =z FO|z|2 =z (1 F [|2[]2/]21])-

E evidente che nella determinazione di 6 conviene optare per il segno meno
in modo che nella formula precedente non ci sia cancellazione numerica. Chia-
ramente, nel caso x; = 0 risulta u;1 = —a = F||z||2. In questo caso il segno non
¢ influente ai fini della stabilita numerica. Per semplicita scegliamo ancora il
segno meno. In questo modo si ha

v = x1(1+|z—11|||x\|2) se z1 # 0,
[l]|2 se 1 =0,

e vale
B =1/(zll5 + [1] lz]2)- (1)

Il costo computazionale del calcolo di u e di 8 & dominato dal calcolo di |||,
cioe n moltiplicazioni e n — 1 addizioni pit una estrazione di radice. Si osservi
inoltre che da (T} segue che B(uffx) = 1 come richiesto.

5 Fattorizzazione mediante matrici elementari

Mostriamo come sia possibile utilizzare le matrici elementari per realizzare
metodi per fattorizzare una matrice A nel prodotto A = SU dove

S=M; Myt M

€ un prodotto di matrici elementari ed U € una matrice triangolare superiore.
La disponibilita di tale fattorizzazione ci permette di risolvere agevolmente il
sistema Az = b attraverso la risoluzione dei due sistemi Sy = be Ux = y. 1l
secondo, essendo con matrice triangolare superiore, si risolve con n? operazioni
aritmetiche. Il primo permette di esprimere la soluzione mediante la formula

y:Mnfl"'Mlb

e quindi, se le matrici elementari M,..., M, _1 sono disponibili, permette di
calcolare la soluzione in circa 3n? moltiplicazioni e altrettante addizioni grazie
al teorema@ Cioe, data la fattorizzazione di A, il sistema Az = b & risolubile
in O(n?) operazioni aritmetiche. Quindi tutto ¢ ricondotto al calcolo della
fattorizzazione A = SU. Vediamo ora come si realizza.

Posto A; = A andiamo a generare una successione di matrici Ay = (ag?),
k=1,2...,n tali che Apy1 = My Ay dove M}, € una matrice elementare e dove
Ay ha le prime k — 1 colonne in forma triangolare, cioe



ok k k k)
af") A I S
k) k) &
Ay, = 0 U“l(c—)l k—1 al(c(—)kl)k ?k](C)ZL _. { Ty ‘ Vi ] )
0 O k Api1m 0 ‘ Wi
L 0 .. 0 anﬁ]l ce. agf% ]

dove T}, ha dimensione (k—1) x (k—1), W), ha dimensione (n—k+1) x (n—k+1)
e Vj; ha dimensione (k — 1) x (n — k + 1).

Vediamo il primo passo. Consideriamo la matrice A = A;, denotiamo a() la
sua prima colonna. Per il teorema@ esiste una matrice elementare M; che tra-
sforma a(*) in un vettore proporzionale al primo vettore () della base canonica
di C", cioé M @ tale che MyjaM) = aﬂe(l). Vale allora

') | va

Midy =1 =7
2

=: Ay

dove W5 & matrice (n — 1) X (n — 1) mentre V5 ha dimensioni 1 X (n — 1).
Cioé mediante la moltiplicazione per M; abbiamo iniziato il primo passo del
processo di triangolarizzazione di A. Adesso ripetiamo lo stesso procedimento
sulla matrice Wy costruendo una matrice elementare che trasformi la prima
colonna di W5 in un vettore proporzionale al primo versore della base canonica
di C*!. Descriviamo questo processo nella sua generalita.

Supponiamo di avere la matrice Ay e di voler costruire la matrice M;, tale
che A1 = M Ay abbia le prime k colonne in forma triangolare. Per questo si
consideri una matrice elementare Mj, di dimensione (n—k+1) X (n— k1) che
trasformi la prima colonna di W} in un vettore proporzionale al primo versore
della base canonica di C**+1. Tale matrice esiste per il teorema [3| Vale allora

_ (k+1)
MWy, = Ak 2"
0 Wit

con W41 di dimensioni (n — k) x (n — k).
Quindi ponendo

Iy— 0
Mk:[kl }

0 | My

dove I;_1 € una matrice identica di ordine k£ — 1, si ha

Ty | Vi
T | Vi T
MyAy = = (RFL | T = A
o { 0 Mka] 0 CLk(l)c V[f k+1
k+1




dove Aj41 ha la stessa struttura in con k sostituito da k + 1.
Inoltre la matrice M}, € ancora una matrice elementare essendo My = [ —

cuv dove
[0] {O}
u=1| . |, v=1| . |.
i D

con M\k =TI _k+1 — oot

In questo modo si ¢ realizzato il generico passo del processo di triangolariz-
zazione di A.

Dopo n — 1 passi si ottiene la fattorizzazione A,, = M, _1--- M A, dove A,
e triangolare superiore, da cui si ottiene

A=Mt - M7HA,.

Si osservi che per risolvere il sistema lineare Ax = b, la tecnica di fat-
torizzazione appena introdotta puo essere utilizzata in due modi diversi ma
equivalenti.

e (Calcolare e memorizzare ogni singola matrice elementare M} assieme alla
matrice A, triangolare superiore e alla fine calcolare y = M,,_1--- M1b
mediante prodotti successivi, e poi risolvere il sistema triangolare A,z = y.

e Costruire la successione di sistemi equivalenti Az = %), dove bk+1) =
Mb*) ¢ p() = b, e alla fine risolvere il sistema A,z = b(™.

La differenza tra i due approcci riguarda solo la tempistica delle operazioni.

Nel secondo caso si applica una strategia usa e getta nel calcolo delle matrici
My, che comporta un ingombro di memoria pitt basso rispetto al primo approccio.

Computazionalmente i due metodi sono equivalenti visto che entrambi cal-
colano, anche se in tempi diversi, gli n — 1 prodotti matrice-vettore y = b(") =
My _q--- Myb.

6 Metodi di Gauss e di Householder

Se ad ogni passo del metodo descritto sopra si sceglie come My una matrice del
tipo dove M, = I — Ba®™a®H & matrice di Householder, allora anche M,
& matrice di Householder essendo My, = I — Bru® ) H con

0
(k) _

el = Bk. La fattorizzazione che si ottiene in questo modo ¢ una fattorizzazione
QR dove @ ¢ un prodotto di matrici di Householder e quindi & unitaria.
Poiché esiste sempre una matrice di Householder che trasforma un arbitrario
vettore in un vettore proporzionale al primo versore della base canonica, la
costruzione mostrata puo essere sempre portata a termine senza interruzioni.
Questo dimostra in modo costruttivo che la fattorizzazione QR di una ma-
trice esiste sempre.



Sceghendo invece ad ogni passo come matrice elementare la matrice M
descritta in (3) dove Mk ¢ una matrice di Gauss si arriva alla fattorizzazione
LU. -

Si osserva che la matrice M}, ha elementi

1 0
k), (k
| et
My, = , . : (4)
—aflk,)g/a 1

Diversamente dalle matrici di Householder, ’esistenza della matrice elemen-
tare di Gauss ¢ legata alla condizione a,(ckl)§ # 0. Infatti se tale condizione non

fosse verificata la matrice di Gauss che realizza un passo del processo di
(k )

triangolarizzazione non esisterebbe in generale L’elemento a,, ;, viene chiamato
elemento pivot.

E possibile verificare agevolmente che se tutte le sottomatrici principali di
testa di A di dimensione k X k sono non singolari per k = 1,...,n — 1, per cui
esiste ed ¢ unica la fattorizzazione LU, allora tutti gli elementi pivot sono diversi
da zero e quindi il processo di triangolarizzazione puo essere portato a termine
senza interruzioni.

Infatti, supponiamo per assurdo che il metodo di fattorizzazione LU appena
visto si interrompa al passo k-esimo poiché a,C k =0.

Allora, dalla relazione Ay = Mjy_1--- M1 A, poiché Ly = My_4 --- Myé trian-
golare inferiore si ha che la sottomatrice principale di testa di Ay di dimensione
k x k e uguale alla sottomatrice principale di testa di Lj per la sottomatrice
principale di testa di A che ¢ non singolare per ipotesi.

Questo implica che la sottomatrice principale di testa k x k di A € non
singolare. Ma questo ¢ assurdo essendo tale matrice triangolare superiore con
elementi diagonali a( ) ed essendo aé ,1 = 0.

I metodi per il calcolo della fattorizzazione LU e QR che si ottengono nel
modo descritto sono detti rispettivamente metodo di Gauss, o metodo di elimi-
nazione Gaussiana, e metodo di Householder. Una loro analisi computazionale
viene svolta nel prossimo articolo Aspetti computazionali dei metodi di Gauss
e Householder.

7 Il complemento di Schur

Si partizioni la matrice A nel seguente modo

Aiq | Aip
A= | Al
[ Agq | A2 ]

dove A;; € k x k e non singolare. La matrice

S=A39— A2,1AI}A1,2



e definita il |complemento di Schur di Az in A. II complemento di Schur e
legato alla fattorizzazione LU di A. Infatti si verifica facilmente che vale la
fattorizzazione a blocchi

- I 07 Aix Aws
A_[Az,lAl—j IH 0 S } (5)

Inoltre S coincide con la matrice Wy che compare in .

Il complemento di Schur ha proprieta interessanti. Ad esempio, da segue
che det A = det A; 1 det S. Quindi se A & invertibile anche S lo ¢. Inoltre S~*
coincide con la sottomatrice principale di A=! formata dagli indici 4, j > k.
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Sommario
Questo modulo didattico contiene una discussione sugli aspetti com-
putazionali dei metodi di Gauss e di Householder per risolvere sistemi
lineari. Particolare attenzione viene rivolta a questioni di complessita e
di stabilita numerica.

1 Introduzione

In questo articolo esaminiamo alcuni aspetti computazionali e implementativi
relativi ai metodi di Gauss e di Householder per il calcolo delle fattorizzazioni
LU e QR di una matrice A e per la risoluzione di un sistema lineare Az = b.
Analizzeremo il costo computazionale e la stabilita numerica di questi metodi.
In particolare, per il metodo di Gauss vedremo che il costo e dell’ordine di %nB
operazioni aritmetiche, e, da un’analisi all’indietro dell’errore vedremo che non ci
sono garanzie di stabilita numerica per tale metodo. Per questo introdurremo le
strategie di massimo pivot che permettono di rendere il metodo di eliminazione
Gaussiana numericamente affidabile.

Per quanto riguarda il metodo di Householder, un’analisi computazionale ci
mostra che il costo computazionale e sensibilmente piu alto, cioe dell’ordine di
%n?’ operazioni aritmetiche, e che il metodo non incontra problemi di stabilita
numerica anche se applicato senza strategie di massimo pivot. Discuteremo
infine su come applicare tali metodi per il calcolo del determinante, dell’inversa

e del rango di una matrice.

2 Metodo di eliminazione Gaussiana

Nel calcolo della fattorizzazione LU di una matrice A si genera una successione

di matrici Ay tali che Ag11 = My Ay, dove My, = (mﬁ’“j) con
1 per ¢ = j,
(k) af") , ‘
m; = ——& perj=Fki>k (1)
k,k
0 altrove



e dove

r(k k k k) T
ol oo dB | e el
(k) (k) *)
A, — 0 A1 k-1 | Y"1k -+ Opan 2)
Lol I 0 ") F)
ak,k: ak_,’_l)n
i 0 .. 0 a;k}c o a,(ﬁl

La relazione Ay = My Ay trascritta in componenti si riduce a
at®) sej <k, o ;< k
i j , oppure i <
=q¢ 0 sej=kei>k (3)

ag,kj) + mfklga](fj) sei >k, j >k

(k+1)
a

L’algoritmo per il calcolo della fattorizzazione LU e ricondotto ad applicare

le (1) e . Se utilizziamo la stessa variabile A = (a; j) per memorizzare tutti i
(k

valori di A%¥) e la stessa variabile M = (m; ;) per memorizzare i valori degli mj,,

I’algoritmo viene sintetizzato dalle relazioni seguenti

Algoritmo 1

1. Perk=1,...,n—1
2. peri=k+1,...,n
3 mi x = —ai,k/ak,k

4. per j=k+1,...,n
5 aji,j = Ai,j + Mj xAk,j
6 Fine ciclo j

7. Fine ciclo 1

8. Fine ciclo k

Nel caso della risoluzione di un sistema lineare Az = b ’algoritmo puo essere
modificato aggiungendo il calcolo di b*t1) = M;b(*) mediante Distruzione

b; =b; +m; by

che va inserita subito dopo aver calcolato m; x. In questo modo la soluzione del
sistema si ottiene risolvendo il sistema triangolare Az = b(*).

Alla fine dell’applicazione dell’algoritmo la matrice A,_; contenuta nella
variabile A conterra gli elementi della matrice U della fattorizzazione A = LU.
Non e difficile verificare che la matrice L ha elementi dati da



Cio segue dal fatto che

L=M{ My MY
e che M), differisce dalla matrice identica bOlO nella colonna k-esima in cui gli

elementi di indice maggiore di k£ sono a(k) / ak k

2.1 Costo computazionale

Al passo k-esimo dell’algoritmo descritto sopra viene richiesto il calcolo delle

quantitd a; ; per i,j = k4 1,...,n che comporta l'esecuzione di 2(n — k)?
operazioni aritmetiche. Altre n — k divisioni sono richieste per il calcolo di m; x
per i =k+1,...,n. In totale si arriva ad un costo computazionale di
n—1 n—1
Co=> 20—k’ +(n—k) = (2k>+k)
k=1 k=1

si arriva al costo

dove = indica I'uguaglianza a meno di termini di ordine inferiore ad n3.

2.2 Stabilitd numerica e strategie del massimo pivot

Applicando gli strumenti standard dell’analisi degli errori & possibile condurre
una analisi all’indietro del metodo di fattorizzazione LU descritto dall’algoritmo
si arriva a dimostrare il seguente risultato

Teorema 1 Sia A una matrice n X n con sottomatrici principali di testa fino
all’ordine n — 1 non singolari per cui esiste unica la fattorizzazione A = LU.
Se L e U sono le matrici effettivamente calcolate applicando lalgomtmo m
aritmetica floating point con precisione di macchina u, allora vale

A+ A, =LU

con

|Aal < 2nu(|A] + L] U]) + O(u?)

dove si ¢ indicato con |A| la matrice i cui elementi sono |a; ;| e dove la disegua-
glianza tra matrici va intesa elemento per elemento. Inoltre, se g é la soluzione



del sistema Zy = b effettivamente calcolata in aritmetica floating point median-
te sostituzione in avanti e T ¢ il vettore effettivamente calcolato risolvendo il
sistema triangolare Ux = g in aritmetica floating point mediante sostituzione
all’indietro, vale

(A+Ax)7 =0

con =R o
|Aal < dnu(|A] + || [U]) + O(u?).

Questo risultato ci dice che i valori effettivamente calcolati L e U sono i
fattori L ed U esatti di una matrice ottenuta perturbando A.

L’entita della perturbazione, nella componente proporzionale ad u, ¢ lineare
in n_ma dipende anche dalla grandezza in modulo degli elementi di L e di U, di
cui L e U sono i valori effettivamente calcolati, sulla quale non abbiamo alcun
controllo a priori. Per cui se con certi dati gli elementi ag? delle matrici Ay o

gli elementi m; j, = —al(-kk) / agck,)c prendono valori molto elevati in modulo rispetto
al valori iniziali di A, allora non dobbiamo aspettarci un buon comportamento
numerico del metodo di eliminazione gaussiana. Questo vale sia per il calcolo
della fattorizzazione che per la risoluzione del sistema lineare.

Cio accade ad esempio se per qualche k un elemento pivot aif,)c prende valori

piccoli in modulo rispetto agli altri elementi agkk). In questo caso i rapporti

mi g = —az(.i) / a,(fll potrebbero prendere valori molto grandi in modulo.

Un modo per rimuovere questa eventualita consiste nell’effettuare una per-
mutazione di righe alla matrice Ay prima di proseguire col passo di triangola-
rizzazione. Piu precisamente, si sceglie un indice h per cui |ap kx| > |a; x| per
ogni altro indice ¢ > k. Successivamente si permuta la riga h-esima con la riga
k-esima, ottenendo una nuova matrice che ha sempre la stessa struttura trian-
golare a blocchi ma dove I’elemento pivot ha modulo maggiore o uguale a
quello degli elementi sulla stessa colonna sotto la diagonale. Se indichiamo con
P, la matrice di permutazione che effettua lo scambio delle componenti k e h,
allora il generico passo del metodo cosi modificato diventa

Apy1 = My Py Ay,
Ora si osserva che se M; = I —v®De®T con i < k, allora
PyM; = M; P,

dove M; = I — 5®e®T o 3 = Py, Per cui, se k ¢ il primo intero in cui
si effettua la permutazione delle righe, dalla relazione Ay = My_1--- M1 A si
deduce che

Ajy1 = MyPy Ay, = MyPuMy_y --- M{A = MyMy_, --- My Py A.

In modo analogo si vede induttivamente che, se la permutazione viene ap-
plicata ad ogni passo del metodo, vale

Ajy1 = MyMj,_y --- My PyPy_; --- P A.



Cioe, alla fine del procedimento si ottiene
Ap =My 1My oM (Po_y--P))A
da cui la fattorizzazione LU della matrice PA:
PA=LU, P=P, 1 - P,

con P matrice di permutazione, o equivalentemente la fattorizzazione del tipo
PLU: A= PTLU.

Questa strategia, detta del massimo pivot parziale ha il vantaggio di con-
tenere la potenziale crescita degli |m; | risultando |m; x| < 1. Dalla pratica
del calcolo questa strategia fornisce un sostanziale miglioramento della stabilita
numerica dell’eliminazione gaussiana anche se, come vedremo tra poco, non da
garanzie assolute di stabilita.

Un altro vantaggio di questa strategia ¢ che permette di portare avanti il
procedimento anche se nel calcolo si dovesse incontrare un pivot nullo. Infatti,
il processo cosl come lo abbiamo descritto, puo subire un arresto solo nel caso
in cui al passo k-esimo risulta agkk) =0 per¢=k,...,n. Ma in questo caso
non e piu necessario svolgere il k-esimo passo di triangolarizzazione essendo la
k-esima colonna della matrice in forma gia triangolare. Basta quindi saltare il
k-esimo passo e continuare il processo dal passo k + 1. Chiaramente cio accade
solo se la matrice ¢ singolare. A causa degli errori locali generati dall’aritme-
tica floating point le quantita che in teoria devono risultare nulle, nel calcolo
vengono rappresentate da valori di modulo piccolo ma in generale non nullo. E
quindi impossibile numericamente stabilire se una quantita calcolata in aritme-
tica floating point che risulta piccola in modulo rappresenti un valore nullo o un
valore piccolo.

Come si ¢ gia detto, il fatto che con la strategia del massimo pivot parziale
risulti |m; x| < 1, migliora in pratica le prestazioni numeriche dell’algoritmo
di eliminazione gaussiana. Perd questo non garantisce nulla sulla limitatezza
uniforme del fattore U. Infatti, dalla relazione (|1 si deduce che con la strategia
del massimo pivot parziale vale

o) < lafl)

1< a8+

k k k
laf) < 1at)] + lafh).

Quindi, se denotiamo con
k
gr(A) = max|a(")|/ max|a; ;| (4)
,J ’ ,J

si ha che
Gr+1(4) < 2g,(A).

Cio conduce alla limitazione

gn(A) = max |u; |/ max |a; ;| <277
%,] 2,7

Purtroppo questa limitazione superiore ha una crescita esponenziale in n che
non promette nulla di buono. Inoltre la maggiorazione data non e lasca come



uno potrebbe sperare, infatti viene raggiunta dal seguente esempio che si riporta
nel caso di n = 5:

1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1
A= -1 -1 1 0 1
-1 -1 -1 1 1

-1 -1 -1 -1 1

Si vede immediatamente che dopo un passo del metodo di eliminazione gaus-
siana in cui non si effettuano permutazioni poiché ’elemento pivot ha sempre
modulo massimo, la matrice Ay risulta

1 0 0 0 1
0 1 0 0 2
Ai=]0 -1 1 0 2
0o -1 -1 1 2

0O -1 -1 -1 2
Come si puo vedere, gli elementi dell’ultima colonna, tranne il primo sono
raddoppiati. Procedendo ulteriormente si ha

1 0 O 0 1

01 0 0 2

A= 0 0 1 0 4

00 -1 1 4

00 -1 -1 4

e alla fine ’elemento di posto n,n vale aSﬁ,)L = on—L,

Per fortuna casi come questo non si presentano nelle applicazioni importanti
e questo esempio € piu un artificio matematico che non un esempio tratto da un
problema reale.

Esiste pero un rimedio efficace che permette di raggiungere una maggior
stabilita numerica. Si tratta della strategia del massimo pivot totale. Questa
strategia consiste nell’operare nel seguente modo:

e al passo k-esimo si selezionano due indici 7, s > k tali che |a£ks) | > |a§?|
per ogni i, j > k;
e si scambiano le righe k ed r e le colonne k ed s di A®);

e si prosegue con ’eliminazione gaussiana sulla matrice ottenuta.

Procedendo in questo modo si mantiene sempre un elemento pivot che ha
modulo maggiore o uguale ai moduli degli elementi di indice 4,5 > k. Si puo
dimostrare che la crescita della quantita gi(A) definita in ottenuta con la
strategia del massimo pivot totale e limitata da




Tale funzione ha una crescita molto piu contenuta rispetto all’esponenziale. Ad
esempio, per n = 100 la maggiorazione in ¢ all’incirca 3500.

Si conoscono rarissimi esempi di matrici n X n, con n = 18,20,25 in cui il
fattore g, (A) raggiunge valori di poco superiori a n. Nel resto dei casi noti il
valore di g,,(A4) non supera n. Lo studio della crescita di g,,(A) & un problema
aperto non facile da risolvere.

Nel caso di una matrice A singolare, la strategia del massimo pivot totale
si arresta quando la matrice A ha elementi nulli per 4,5 > k. In questo caso
possiamo dire che il rango di A &€ k—1. Non solo, ma la fattorizzazione Py AP, =
LU che si trova in questo modo fornisce anche una base per il nucleo (spazio
nullo) di A e per 'immagine di A. Questo fatto puod essere utile in un calcolo
in cui non vengono generati errori nelle operazioni. Infatti, in un calcolo in
aritmetica floating point, a causa degli errori locali non siamo in grado di dire
se un valore calcolato corrisponde a una quantita nulla o ad una di modulo
piccolo.

Si osserva che il metodo di fattorizzazione LU puo essere applicato anche a
matrici di interi generando matrici Ay razionali. Per matrici razionali & possibile
mantenere una aritmetica senza errori locali rappresentando ciascun razionale
come coppia di interi ed operando sui razionali con una aritmetica intera.

In questo modello di calcolo si incontra pero un altro problema. Durante lo
svolgimento di ciascuna operazione il numero di cifre con cui vengono rappre-
sentati gli interi che danno il numeratore e il denominatore dei numeri razionali
aumenta proporzionalmente al numero di operazioni aritmetiche. Cid puo ren-
dere il calcolo estremamente lento. Si pensi ad esempio alla somma di due
numeri del tipo 1/a + 1/b = (a + b)/ab. Nel caso peggiore il denominatore non
si semplifica col numeratore e l'intero ab ha un numero di cifre pari a circa la
somma delle cifre di a e quelle di b.

Esiste una variante dell’eliminazione gaussiana nota come metodo di Bareiss
che applicata ad una matrice di elementi interi mantiene il calcolo sugli interi.
Questo metodo ha I'inconveniente di produrre interi il cui numero di cifre cresce
proporzionalmente alla dimensione della matrice.

Con la variante di Bareiss, o con una aritmetica razionale esatta, ¢ possibile
calcolare il rango di una matrice seppur ad un costo computazionale che puo
essere molto elevato.

Esiste un approccio poco costoso per calcolare il rango di una matrice di
interi che ha il prezzo di fornire un risultato non garantito al 100% ma comunque
altamente affidabile. Si basa sugli algoritmi che usano la casualita quali gli
algoritmi Montecarlo e gli algoritmi LasVegas Un algoritmo Montecarlo usa
al suo interno dei numeri generati in modo pseudocasuale e da un risultato
che, in relazione al numero casuale estratto puo essere corretto o meno. La
probabilita di errore si conosce ed € generalmente piccola. Un metodo LasVegas
procede come un metodo Montecarlo, ma certifica il risultato. Cioe 'output di
un metodo LasVegas ¢ il risultato esatto oppure “fallimento”.

Ad esempio, si consideri questo metodo per calcolare il rango di una matrice
di interi. Si sceglie un numero primo p a caso e si applica l’eliminazione gaus-
siana con la strategia del pivot totale (per eliminare eventuali pivot nulli) con



aritmetica modulo p. Se il processo arriva a termine in k passi si otterra una
fattorizzazione del tipo

PlAPQ = LAk mod p

dove Ay e triangolare superiore e, o k = n con det A,, # 0, oppure Ay ha
elementi nulli per 7,7 > k. Ne segue che, nel primo caso A € non singolare
modulo p e quindi & non singolare. Nel secondo caso il rango di A modulo p &
k —1. Cioe tutte le sottomatrici di A di dimensione maggiore o uguale a k sono
singolari modulo p cioe i loro determinanti sono multipli interi di p, mentre c’e
una sottomatrice di dimensione k£ — 1 che ha determinante diverso da zero e non
multiplo di p. Ne segue che il rango di A & almeno k — 1.

Se guardiamo a questa proprieta in termini probabilistici, potremmo scom-
mettere che scegliendo un primo p a caso la probabilita che il rango di A modulo
p sia piu piccolo del rango r di A sia molto bassa. Infatti affinché cio accada
occorre che gli (:f) determinanti di tutte le sottomatrici r X r di A siano multipli
del numero primo p che abbiamo scelto a caso. Questa sembra una eventualita
rara.

Se poi vogliamo essere piu tranquilli, possiamo scegliere a caso m > 2 numeri
primi p; per ¢ = 1,...,m e ripetere il calcolo modulo p;, i = 1,...,m ottenendo
ranghi r; = k; — 1,4 = 1,...,m. In questo modo si deduce che il rango di A
¢ almeno r = max; r;. La probabilita che il rango sia maggiore di r & che gli
(?) determinanti delle sottomatrici 7 X r di A siano multipli interi di tutti i
p;, i = 1,...,m che abbiamo scelto a caso. Si presume che tale probabilita sia
bassa.

Negli algoritmi Montecarlo e LasVegas la probabilita di fallimento deve essere
calcolata a priori per avere chiara 'affidabilita del metodo. Non & ora nostro
compito fare questa analisi relativamente all’esempio mostrato.

Un’ultima considerazione sulle strategie di pivot e che il costo della strategia
del massimo pivot parziale richiede n — k+1 confronti per passo che comportano
globalmente una aggiunta di circa n?/2 confronti al costo computazionale. Cio
non altera il costo globale che rimane %n?’, a meno di termini di ordine inferiore.

Diversa ¢ la situazione della strategia del massimo pivot totale. Infatti, in
questo caso, al generico passo k occorre svolgere (n — k + 1) confronti per
individuare ’elemento di massimo modulo in una sottomatrice (n — k + 1) x
(n — k + 1). Globalmente questo comporta $n® confronti da aggiungere al
costo computazionale. Equiparando il costo di un confronto a quello di una
operazione aritmetica si arriva ad un costo globale di n® operazioni e confronti

per I'eliminazione gaussiana con la strategia del massimo pivot totale.

2.3 Calcolo dell’inversa e del determinante

La conoscenza di una fattorizzazione LU o PLU di una matrice A permette di
calcolare agevolmente sia il determinante di A che I'inversa se det A # 0. Infatti,
dalla relazione PA = LU segue che det A = £ det U dove il segno dipende dalla
parita o disparita della permutazione associata a P, cioe la parita o disparita del



numero di scambi di righe svolti durante I’esecuzione della strategia di pivot.
Inoltre vale detU = HLI u;4, per cui il calcolo di det A costa ancora %n3
operazioni.

Per calcolare I'inversa di A, occorre risolvere gli n sistemi lineari LUz = e(®)
per k= 1,...,n, dove al solito e(*) indica il k-esimo vettore della base canonica.
Cio e ricondotto alla risoluzione dei due sistemi

Ly = e(k)
Ur=y

Il primo sistema e di fatto ricondotto a risolvere un sistema triangolare in-
feriore (n — k + 1) x (n — k + 1) e comporta quindi (n — k + 1)? operazioni
aritmetiche a meno di termini di ordine inferiore. Il secondo richiede n? opera-
zioni. Sommando per k = 1,...,n si arriva ad un costo aggiuntivo di n3/3 4+ n3
operazioni aritmetiche che aggiunte al costo della fattorizzazione LU comporta
2n3 operazioni aritmetiche.

E naturale chiedersi se il costo di 2n3 operazioni € necessario per invertire
una matrice n X n o se € possibile costruire un algoritmo di inversione di costo
piu basso.

Nel 1969 Volker Strassen ha dimostrato che se esiste un algoritmo per molti-
plicare matrici con al pitt yn? operazioni, dove v > 0 e 2 < § < 3, allora esiste un
algoritmo per invertire una matrice con al pitt /n? operazioni e viceversa. Inol-
tre Strassen ha dato un lalgoritmo per moltiplicare matrici n x n con al pitt yn?
con 6 = log, 7 = 2.8073.... All'inizio degli anni ’80 sono stati individuati altri
metodi per moltiplicare matrici con costo asintoticamente piu basso. L’algorit-
mo di Coppersmith e Winograd impiega yn? operazioni con 6 = 2.376... La de-
terminazione del valore minimo dell’esponente 6 della complessita del prodotto
di matrici e dell’inversione ¢ un problema tuttora aperto.

2.4 Implementazione in Octave

I calcolo della fattorizzazione LU mediante eliminazione gaussiana si realizza
facilmente usando il linguaggio di programmazione Octave. Il seguente & una
prima stesura di una function che calcola i fattori L ed U senza strategie di
pivot. Poiché non ci sono controlli sulla nullita del pivot, la function si arresta
se nello svolgimento dei calcoli si incontra un pivot nullo.

function [L,U]=flu(A)
% FLU calcola la fattorizzazione LU della matrice A
n=size(A) (1);
L=eye(n) ;
for k=1:n-1
for i=k+1:n
m=A(i,k)/A(k,k);
L(i,k)=m;
for j=k+1l:n
A(i,j)=A(i,j)-m*xA(k,j);



end
end
end
U=triu(A);

Una versione piu efficiente in ambiente Octave si ottiene riscrivendo in forma
vettoriale la parte relativa ai due cicli for pilotati dagli indici i, j; cioe in modo
che le operazioni su vettori e matrici vengono svolte simultaneamente in termini
di vettori e non singolarmente sulle componenti. Ad esempio, anziché scrivere

for i=k1:k2
x(1)=y (1) *z(i+1);
end

conviene scrivere

x(k1:k2)=y(k1:k2) .*xz(k1+1:k2+1);

dove si ricorda che I'operatore .* usato nella precedente istruzione significa il

prodotto componente a componente dei due vettori. Cioe il prefisso dato dal
punto trasforma un operatore aritmetico tra scalari in un operatore aritmetico
tra vettori o matrici dove la sua azione va intesa componente a componente.

Il tempo di esecuzione richiesto da un codice Octave aumenta notevolmente
in presenza di cicli for. Un programma in cui i cicli for che svolgono operazioni
sulle singole componenti di vettori o matrici vengono sostituiti da operazioni che
coinvolgono in blocco vettori o matrici diventa molto piu veloce.

Nel caso dell’algoritmo di fattorizzazione LU si ha il seguente codice piu
efficiente

function [L,U]l=vflu(A)
% VFLU calcola la fattorizzazione LU di A in modo vettoriale
n=size(A) (1);
L=eye(n);
for k=1:n-1
L(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)/A(k,k);
A(k+1:n,k+1:n)=A(k+1:n,k+1:n)-L(k+1:n,k)*A(k,k+1:n);
end
U=triu(A);

Occorre ricordare che Octave ha la sua implementazione efficiente del calcolo
della fattorizzazione LU di una matrice che e realizzata dalla function 1lu.

3 Il metodo di Householder

Nel calcolo della fattorizzazione QR mediante matrici di Householder si genera
una successione di matrici Ay, tali che Ax1 = M Ay dove My, = I—BruyH
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¢ matrice di Householder tale che

0 set <k
n (k)|2y1/2
ugk) = a,(f,)c(l + —(Emkl{ll?é;k’l ) ) sei=k
(k) : (6)
a; set >k

i,k
BE =2/ ult)?

e dove Ay, ha la forma .

.. : . .o (k+1
Le relazioni che forniscono i valori di a( +1)

ij  sono le seguenti
a’g,kj) sej<k, sei<k
az("kj+1) =<0 sej=k, ei>k (7)
aZ(Z_) _ ﬁ(k)ugk) > H&k)ag’? sei>k,j>k

Nel caso della risoluzione di un sistema lineare Az = b ’algoritmo puo essere
modificato aggiungendo il calcolo di b*+1) = M b(*) mediante

B =™ — B S " am® | i=k,. 0. (8)
r==k

3.1 Costo computazionale

Per quanto riguarda il costo computazionale del k-esimo passo del metodo di

Householder si hanno di 2(n — k + 1) operazioni, a meno di costanti additive,
gk) e per il calcolo di %), Inoltre 'aggiornamento di az(?rl)

richiede 4(n—k+1)? operazioni aritmetiche a meno di termini di ordine inferiore.
Sommando su k si arriva a un costo dominato da %ng operazioni. Questo costo
non comprende il calcolo degli elementi del fattore Q = M{Ms--- M, _1, ma
prevede di memorizzare la matrice ¢ in modo implicito attraverso le matrici
Mk, k= 1,...,’[1—1.

Confrontando col metodo di eliminazione gaussiana per il calcolo della fat-
torizzazione LU abbiamo quindi un costo doppio.

per il calcolo di u

3.2 Stabilita numerica

Il maggior costo computazionale viene bilanciato da una migliore stabilita nume-
rica del metodo di Householder che differentemente dall’eliminazione gaussiana
non richiede ’applicazione di strategie di massimo pivot. Vale infatti il seguente
risultato.

Teorema 2 Si consideri il sistema Az = b e sia R la matrice triangolare su-
periore ottenuta applicando il metodo di Householder dato dalle formule @ e
(7) per il calcolo della fattorizzazione A = QR, in aritmetica floating point con
precisione di macchina u. Sia inoltre T la soluzione ottenuta risolvendo in arit-
metica floating point il sistema Rz = b dove b\ & il vettore effettivamente
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calcolato in aritmetica floating point mediante le (8). Allora il vettore & risolve
il sistema perturbato (A+ A)Z =b+ & dove

1A4lle < u(yn?[Allp + ]| RF) +O@W?),  [6ll2 < ynullb]2 + O(u?),
dove vy € una costante positiva.

Dalla limitazione superiore data alla norma di Frobenius di A 4 risulta che
la stabilita del metodo di Householder e legata alla norma di Frobenius di A,
che ¢ una costante che non dipende dall’algoritmo, e dalla norma di Frobenius
di R. Quest’ultima matrice ¢ la matrice effettivamente calcolata al posto di R
in aritmetica floating point e quindi la sua norma differisce da quella di R per
un termine proporzionale a u. Inoltre dalla relazione A = QR e dalle proprieta
delle norme di Frobenius si deduce che ||R||r = ||A||r per cui la limitazione data
nel teorema si puo riscrivere come

1A4llF < yu(n® +n)l|AllF + O(u?).

Cioe l'entita della perturbazione su A dipende in modo quadratico da n. Cio
implica la possibilita di risolvere numericamente sistemi lineari con il metodo
di Householder in modo efficace anche per dimensioni grandi di n. Occorre dire
che nella pratica del calcolo la crescita dell’errore algoritmico in funzione di n
avviene in misura sostanzialmente inferiore a quella data nelle maggiorazioni
dei teoremi[l] e[

4 Matrici speciali

Una matrice A = (a;;) si dice matrice a banda di ampiezza 2¢ + 1 se a;; =0
per |i — j| > q. Ad esempio, una matrice a banda di ampiezza 3, detta matrice
tridiagonale ha la forma

E facile dimostrare che se esiste la fattorizzazione LU di A allora i due
fattori triangolari L = (¢; ;) ed U = (u; ;) sono anch’essi a banda, cioe vale
l;; = u;; = 0 per |[i — j| > g. Inoltre, le matrici Aj generate nel processo di
eleiminazione gaussiana sono anch’esse matrici a banda di ampiezza 2k + 1.

In questo caso la formule si semplifica in m; = fal(ﬁc)/agf,l, i =k+
1,...,min(k + ¢,n), mentre la (3)) si semplifica in

(k+1) (k)
i @

m-—l—mi,;ca() ihji>k |i—j]<q.

a N
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In questo modo il costo computazionale del calcolo della fattorizzazione LU &
minore o uguale a (2¢ + g)n.

Una analoga proprieta vale per matrici per cui a;; = 0se j —i > ¢ o se
1—7j > g2 per 1 < qq,q2 < n. Infatti anche questa struttura a banda si conserva
nelle matrici Ay e nei fattori L ed U.

Nel caso del metodo di Householder la struttura si conserva nel fattore U do-
ve pero 'ampiezza di banda diventa g1 +¢2. Anche per il metodo di Householder
applicato a una matrice a banda il costo computazionale si riduce.
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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi ai metodi iterativi
per risolvere sistemi di equazioni lineari.

I metodi basati sulle fattorizzazioni LU e QR per risolvere un sistema di n
equazioni lineari in n incognite Ax = b forniscono la soluzione in un numero
di operazioni aritmetiche dell’ordine di n3. In certi problemi provenienti dalle
applicazioni il valore di n ¢ molto elevato. Ad esempio, nel problema del calcolo
del vettore di PageRank nei motori di ricerca sul Web, il valore di n & circa
40 miliardi. In questo caso il costo computazionale di n® operazioni diventa
proibitivo. Anche usando il calcolatore piu veloce esistente attualmente dovreb-
bero passare molti millenni prima che ’eliminazione gaussiana o il metodo di
Householder fornisca la soluzione del sistema. Quindi per trattare problemi di
dimensioni cosi elevate occorre escogitare qualcosa di diverso.

Una caratteristica particolare delle matrici di grosse dimensioni che si incon-
trano nelle applicazioni del web e che la maggior parte dei loro elementi sono
nulli e il numero di elementi diversi da zero e dell’ordine di grandezza di n.
Questa proprieta & nota come sparsita. Per queste matrici ”"sparse” e relativa-
mente poco costoso calcolare il prodotto matrice - vettore, visto che il numero
di operazioni aritmetiche da eseguire e circa il doppio del numero di elementi
diversi da zero.

La ﬁgura riporta una tipica matrice sparsa che descrive 'insieme dei col-
legamenti di n = 1000 pagine sul Web. Gli elementi diversi da 0, riportati
graficamente con un asterisco, sono poche migliaia. Un elemento non nullo in
posizione (i, 7) denota un link dalla pagina 4 alla pagina j per é,j =1,...,n.

In questo articolo descriviamo dei metodi che generano successioni di vettori
z®) che convergono alla soluzione cercata. Per generare il generico vettore z (%)
questi metodi richiedono il calcolo del prodotto di una matrice per un vettore e
questa e l'operazione computazionale piu costosa del metodo. Se la successio-
ne converge abbastanza velocemente alla soluzione allora e sufficiente calcolare
pochi elementi della successione per raggiungere una buona approssimazione.
Inoltre in molti casi, come ad esempio nelle applicazioni grafiche, non ¢ neces-
sario conoscere molte cifre della soluzione per cui il numero di elementi della
successione da calcolare diventa trascurabile rispetto alla dimensione.

Questa classe di metodi che approssimano la soluzione generando successioni
di vettori € nota come classe dei metodi iterativi.
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Figura 1: Matrice sparsa 1000x1000 che descrive le connessioni di un insieme di
1000 pagine del Web. L’elemento di posto (7,j) € uguale a 1 se esiste un link
dalla pagina i alla pagina j. Gli asterischi denotano elementi non nulli

1 Metodi stazionari

Dato il sistema lineare Ax = b dove A ¢ una matrice n X n e b vettore di n
componenti, si consideri un generico partizionamento additivo di A:

A=M-N, detM#0.

Possiamo allora riscrivere equivalentemente il sistema come Mx = Nx + b
che conduce alla seguente scrittura equivalente del sistema originale

r=M'Nz+M b= Pr+gq. (1)

La formulazione del problema in ¢ data nella forma di problema di punto
fisso e produce in modo naturale il seguente metodo per generare una successione
di vettori una volta scelto (%) € C":

2D = pr®) g (2)

Chiamiamo metodo iterativo stazionario 'espressione 0, pit formalmente,
I'insieme delle successioni generate da al variare di z{®) € C". Il metodo
iterativo ¢ detto stazionario poiche nell’espressione la matrice P e il
vettore ¢ sono indipendenti da k. La matrice P viene detta matrice di iterazione
del metodo.

Osserviamo che se la successione generata dalla fissato 2(9) ha un limite
x* allora z* & soluzione del sistema lineare Az = b. Infatti il limite del primo



membro della e x*, e per la continuita delle applicazioni lineari, il limite del
secondo membro ¢ Pz* + ¢. Per cui * = Pz* + ¢, cioe Ax* =b.

Questo fatto implica che ci basta dimostrare la convergenza della successione
z®) per concludere sull’efficacia del metodo iterativo.

1.1 Convergenza

Il seguente risultato fornisce condizioni sufficienti di convergenza facilmente
verificabili.

Teorema 1 Se esiste una norma di matrice indotta || - || tale che ||P| < 1
allora la matrice A é invertibile per cui esiste unica la soluzione x del sistema
Az = b. Inoltre per ogni vettore iniziale (°) € C" la successione generata da
12) converge alla soluzione x .

Dim. Se fosse det A = 0 esisterebbe v vettore non nullo tale che Av = 0
cioe Mv = Nv quindi v = M~'Nv. Cioe la matrice P = M~'N avrebbe
raggio spettrale p maggiore o uguale a 1 per cui per ogni norma indotta si
avrebbe ||P|| > p(P) > 1 che contraddice le ipotesi. Sia allora x la soluzione del
sistema Az = b, definiamo il vettore e®) = z(¥) —z che ci rappresenta Perrore di
approssimazione al passo k e osserviamo che sottraendo da entrambi i membri
della i membri corrispondenti della relazione x = Px + g, si ottiene

e+ = pelk)
Applicando la relazione precedente in modo induttivo si ottiene

o®) = pek=1) — p2,(k=2) _ ... _ pko(0) (3)

Scegliamo una norma vettoriale arbitraria | - | e consideriamo la norma di
matrice indotta. Allora dalle proprietd delle norme si ha che per ogni (¥, e
quindi per ogni e(® vale

le® 1 < 1P IHIe©@1 < 1 PI*]e™ ]

da cui limy, [[e®® || = 0 per ogni z(?). O

Definiamo il metodo iterativo (2) convergente se per ogni scelta del vettore
2 1a successione z(*) converge ad una soluzione del sistema. Il teoremadé
quindi una condizione sufficiente di convergenza per il metodo iterativo. Inoltre
la norma di P ci fornisce una maggiorazione della riduzione dell’errore in ciascun
passo del metodo iterativo. Viene quindi naturale confrontare la velocita di
convergenza di due metodi iterativi in base alla norma delle rispettive matrici
di iterazione. Questo confronto non é rigoroso poiché dipende dalla norma
scelta e inoltre si basa su maggiorazioni dell’errore che non sappiamo quanto
siano accurate.

Il seguente risultato da una condizione necessaria e sufficiente di convergenza
in termini del raggio spettrale p(P) della matrice di iterazione P .



Teorema 2 Il metodo iterativo é convergente e det A # 0 se e solo se p(P) < 1.

Dim. Se p(P) < 1 allora esiste un € > 0 tale che p(P) 4+ € < 1. Sappia-
mo dalle proprieta delle norme che esiste una norma indotta || - || tale che
|IP|| < p(P)+ ¢ < 1. Allora per il teorema [1] il metodo iterativo & conver-
gente e det A # 0. Viceversa, supponiamo che det A # 0 e che il metodo sia
convergente. In questo caso la soluzione x del sistema esiste ed & unica. L’arbi-
trarieta della scelta di (9) implica D’arbitrarieta del vettore e(® = 2(0) — 2. Per
cui, per le ipotesi, la successione degli errori e(*) converge a zero qualunque sia il
vettore e(?) . Scegliendo allora e(?) uguale ad un autovettore di P corrispondente
allautovalore )\, cioe tale che Pe(®) = \e(®) dalla si ha

e(F) — PFe(0) — \k(0)

Poiche lim e®® = 0, ne segue che lim; \e(® = 0 da cui limy \* = 0. Cio
implica che [A] < 1. O

Si osservi che la condizione det A # 0 non puo essere rimossa dalle ipotesi
del teorema precedente. Si consideri infatti il caso di un sistema singolare omo-
geneo Ax =0incui A = M — N dove M = I e N ha autovalori \; e autovettori
linearmente indipendenti v(9, i = 1,...,n cioe Nv® = \o® dove \; = 1 e
INil < 1peri=2,...,n Postoz® =37 &v@ vale 2 =37 &0,
Per cui si ha lim, 2® = &vM, cio¢ si ha convergenza della successione qua-
lunque sia #(°) anche se il limite dipende dalla scelta di z(?). Cioe il metodo
iterativo & convergente ma il raggio spettrale di P = M~'N = N ¢ 1.

E interessante osservare che dal teorema precedente segue che se un metodo
iterativo ¢ convergente allora esiste una norma indotta per cui ||P| < 1. Cioe
vale anche il “solo se” nel teorema Per dimostrare questo basta osservare che
essendo p(P) < 1, esiste un € > 0 per cui p(P) + € < 1 e, per le proprieta delle
norme indotte, esiste una norma indotta per cui | P|| < p(P) + ¢ < 1.

Il raggio spettrale di P, oltre a darci una condizione necessaria e sufficiente di
convergenza, esprime in una forma che preciseremo meglio tra poco, la riduzione
media asintotica per passo dell’errore. Per cui & corretto confrontare la velocita
di convergenza di due metodi iterativi in base al raggio spettrale delle rispettive
matrici di iterazione.

Osserviamo che data una norma || - ||, il quoziente ||e®||/||e®*~1)|| esprime la
riduzione dell’errore al k-esimo passo del metodo iterativo misurato nella norma
vettoriale scelta. Consideriamo allora la media geometrica di queste riduzioni
dell’errore fatta sui primi & passi.

1
(1) (2) (k) 3
o _ (1Pl e@]  fe®]
Oule ’<|e<°>|| [ e[ ) @

Semplificando numeratori e denominatori in (@) e tenendo presente che e(*) =

PFe0) i ottiene )
|| Pe@] I\ * 1
e = (L5 0) < e



dove la diseguaglianza non & lasca poiché 'uguaglianza si ottiene per un parti-
colare vettore e(?) quello che realizza il max ||[P*e(®]/|[e®| = || P*||.
Definiamo la riduzione asintotica media per passo di un metodo iterativo con
errore iniziale e(® il valore 6(e(®)) = limy, 6 (e(?)) . Prendendo il limite su k si
ottiene
lim 0, (e(*)) < lim || P¥[[* = p(P).

L’uguaglianza ¢ raggiunta per e(?) uguale ad un autovettore di P corrispondente
ad un autovalore A di P tale che |A\| = p(P).
Si puo concludere col seguente risultato

Teorema 3 La riduzione asintotica media per passo 0(e®)) dell’errore di un
metodo iterativo applicato con errore iniziale e(°) ¢ minore o uguale al raggio
spettrale della matrice di iterazione P . Inoltre, se e(©) ¢ proporzionale a un
autovettore corrispondente ad un autovalore di modulo massimo, allora (e(®))
coincide con il raggio spettrale di P.

Un esempio significativo di metodo iterativo ¢ dato dal metodo di Richardson
definito dalla relazione

2D = () o (Az® — p)

dove « & un opportuno parametro. Se la matrice ¢ definita positiva, la scelta
a = 1/||A||, con || - || norma indotta, garantisce la convergenza del metodo.

2 I metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel

Si decomponga la matrice A nel modo seguente
A=D-B-C

dove

e D e la matrice diagonale con elementi diagonali d; ; = a;;;

e B ¢ la matrice strettamente triangolare inferiore con elementi b; ; = —a; ;
per i > j;

e (' ¢la matrice strettamente triangolare superiore con elementi ¢; ; = —a; ;
per ¢ < j.

Il metodo iterativo ottenuto col partizionamento additivo A = M — N con
M = D e N = B+C e detto metodo di Jacobi. Il metodo che si ottiene ponendo
M =D — B e N = C viene detto metodo di Gauss-Seidel.

Chiaramente, per la loro applicabilita questi metodi richiedono che det M #
Oequindia;; ZOperi=1,...,n.



Le matrici di iterazione P = M~!N del metodo di Jacobi e del metodo di
Gauss-Seidel, denotate rispettivamente con J e (G, sono date da

J=D"YB+0C), G=(D-B)'C.

Vale il seguente teorema che da condizioni sufficienti di convergenza facil-
mente verificabili.

Teorema 4 Se vale una delle sequenti condizioni allora p(J) <1 e p(G) < 1:
1. A ¢ fortemente dominante diagonale;
2. AT ¢ fortemente dominante diagonale;
3. A é irriducibilmente dominante diagonale;

4. AT ¢ irriducibilmente dominante diagonale.

Dim. Si osserva innanzitutto che sotto le condizioni del teorema risulta a; ; # 0
peri=1,...,n. Sisupponga per assurdo che la matrice J abbia un autovalore
A di modulo maggiore o uguale a 1. Allora dalla condizione det(AI — J) = 0 si
deduce che det(A\I — D~1(B + C)) = 0, cioe

det(\D — B~ C) =0.

Ma la matrice H = AD — B — C' si ottiene dalla matrice A moltiplicando i
suoi elementi diagonali per A. Quindi se A & fortemente dominante diagonale,
a maggior ragione H & fortemente dominante diagonale essendo |A\| > 1. Ana-
logamente se A ¢ irriducibilmente dominante diagonale cosi ¢ H . Quindi, per
il primo o per il terzo teorema di Gerschgorin (a seconda delle ipotesi su A)
risulta det H # 0 che contraddice I'ipotesi fatta. Discorso analogo vale se AT
¢ fortemente o irriducibilmente dominante diagonale. Per quanto riguarda il
metodo di Gauss-Seidel, I'esistenza di un autovalore A di G di modulo maggiore
o uguale a 1 implica che det(A] — G) = 0 cioe det(\ — (D — B)~1C) =0. Si
deduce quindi che

det(D—B—-X"'C)=0.

Ma la matrice H = D — B — A~!C differisce dalla matrice A per il fatto
che gli elementi della parte triangolare superiore sono moltiplicati per A~! cioe
per una quantita di modulo minore o uguale a 1. Per cui se A ¢ fortemente
o irriducibilmente dominante diagonale lo ¢ a maggior ragione la matrice H .
Quindi, anche in questo caso, per il primo o per il terzo teorema di Gerschgorin
(a seconda dell’ipotesi su A) risulta det H # 0 che contraddice I'ipotesi fatta. O



3 Aspetti computazionali
L’iterazione del metodo di Jacobi si lascia scrivere come
¢ ) = D71((B 4+ C)z® +b)

che in componenti diventa

n

1
= == DD aial?). (5)

Qj g . .
o J=1, j#i

L’iterazione del metodo di Gauss-Seidel si lascia scrivere come
2 ) = (D — B)"(Cz™® +b).

Se guardiamo a questa relazione come a un sistema lineare con matrice
triangolare inferiore, cioé (D — B)z(*t1) = Cz(®) 4 b, allora la sua risoluzione
mediante il metodo di sostituzione in avanti fornisce la formula che ci da il
metodo di Gauss-Seidel in componenti:

i—1
k+1 1 k+1 k
IE ) — ?(bi — Z ,]x( ) _ Z amz( . (6)
b j=1 j=i+1

La stessa relazione si ottiene in modo equivalente scrivendo l’espressione (D —
B)2* D) = 2 + b nella forma D2+ = C2®) + B+ 1 p e quindi

25D = D71 (Cz® 4 Bx*-+D 4 p).

Un confronto tra la ela @ mostra che i due metodi i 1mplegano lo stesso
numero di operazioni arltmetlche che & di circa n? moltiplicazioni e n? addizioni.
Il metodo di Jacobi esegue queste operazioni intervenendo sulle componenti di
2®) mentre il metodo di Gauss-Seidel usa anche le componenti gia aggiornate di
1) Questo fatto porta a pensare che il metodo di Gauss-Seidel, utilizzando
informazione piu aggiornata rispetto al metodo di Jacobi, debba avere migliori
proprieta di convergenza. Generalmente € cosi anche se si possono costruire
degli esempi in cui il metodo di Jacobi converge piu velocemente del metodo di
Gauss-Seidel. Esistono particolari classi di matrici per le quali si pud mettere
in relazione esplicita p(J) con p(G). Questo lo vedremo tra poco.

Si osserva ancora che dalla segue che 'aggiornamento della i-esima com-
ponente di z(®) puo essere effettuato solo dopo aver aggiornato i valori delle
componenti di indice minore di ¢. Per questo motivo il metodo di Gauss-Seidel
¢ chiamato anche metodo degli spostamenti successivi mentre il metodo di Ja-
cobi viene detto metodo degli spostamenti simultanei. Questa differente carat-
teristica ¢ cruciale dal punto di vista computazionale quando si dispone di un
ambiente di calcolo parallelo in cui diversi processori matematici possono svol-
gere simultaneamente operazioni aritmetiche sui dati. Per il metodo di Jacobi
la disponibilita di n processori permette di aggiornare simultaneamente tutte le



componenti di 2(*) nel tempo richiesto dall’aggiornamento di una singola com-
ponente. Per il metodo di Gauss-Seidel questo non ¢ possibile e la disponibilita
di piu processori aritmetici non puo essere pienamente sfruttata.

Un’altra osservazione utile riguarda il fatto che, se la matrice A ¢ sparsa,
cioe il numero dei suoi elementi non nulli & dell’ordine di n, allora anche B e C'
sono sparse, per cui il calcolo di un passo di questi due metodi costa un numero
di operazioni proporzionale a n e non a n? come sarebbe per una matrice densa.
Cio costituisce un grosso vantaggio per tutti quei problemi in cui la proprieta di
sparsita non si accompagna ad esempio ad una struttura a banda, per cui appli-
cando l’eliminazione gaussiana o il metodo di Householder si ottengono matrici
Ap, (complementi di Schur) che perdono rapidamente la proprieta di sparsita.
Questo fenomeno & chiamato fill-in. A causa del fill-in il costo computazionale
dei metodi basati sulla fattorizzazione quali I’eliminazione gaussiana o il metodo
di Householder diventa dell’ordine di n® per cui non si riesce a trarre vantaggio
dal fatto che la matrice & sparsa. Occorre sottolineare che in letteratura sono
state sviluppate tecniche di riordinamento di righe e colonne di una matrice
sparsa che in alcuni casi permettono di contenere il fenomeno del fill-in e quindi
raggiungere un costo computazionale inferiore a quello che si avrebbe applican-
do un metodo di risoluzione basato su fattorizzazioni al caso di una matrice
densa.

4 Confronto tra 1 metodi di Jacobi e Gauss-
Seidel

Come gia osservato, ci sono delle classi di matrici per cui si pud dare una
relazione esplicita tra i raggi spettrali di J e di G.

Teorema 5 (di Stein-Rosenberg). Se la matrice A ha elementi diagonali non
nulli e J ha elementi non negativi allora vale una sola delle sequenti proprieta

e p(J) =p(G) =0,
e 0<p(G)<p(J) <1,
o« p(J)=p(@) =1,

1 <p(J) <p(G).

Quindi alla luce del teorema nelle ipotesi del teorema la convergenza del
metodo di Gauss-Seidel ¢ piu veloce di quella del metodo di Jacobi.

Per matrici tridiagonali si riesce a quantificare la maggior velocita di con-
vergenza del metodo di Gauss-Seidel. Vale infatti il seguente

Teorema 6 Se A ¢ una matrice tridiagonale con elementi diagonali non nulli,
allora per ogni autovalore X\ di J esiste un autovalore i di G tale che p = \?.
Per ogni autovalore non nullo i di G esiste un autovalore \ di J tale che = A2 .
In particolare vale

p(G) = p(J)?.



Dim.

Sia A autovalore di J e p autovalore di G allora vale det(A\ — J) = 0 e
det(ul —G) = 0. Queste due condizioni possono essere riscritte rispettivamente
come

det(A\AD - B —-C) =0, (7)
det(uD —puB —C)=0.

Ora si consideri un parametro « # 0 e si definisca la matrice diagonale D, =
diag(1,a,a?,...,a" 1) e si osservi che D,DD_! = D, poiché D ¢ diagonale,
mentre D,BD;' = aB e D,CD_' = a7'C, essendo B bidiagonale inferiore e
C bidiagonale superiore. Quindi si ottiene

Do(AD —B—-C)D;' =AD —aB —a'C=a"'(M\aD - a?’B-C).
Per cui la prima delle due condizioni in si puo riscrivere come
det(A\aD —a*B - C) =0. (8)

Confrontando la con la seconda delle (7)) si vede allora che scegliendo
a = Xe u =\ ne segue che se \ & autovalore di J non nullo allora u = A\? &
autovalore di G. Se u & autovalore non nullo di G allora i A tali che A2 = p
sono autovalori di J. D’altro canto, se A & autovalore nullo di J allora u =0 &
comunque autovalore di G essendo G singolare. Quindi la restrizione A # 0 puo
essere tolta dall’enunciato. O

Dal teorema precedente, alla luce del teorema [3] segue che mediamente il
metodo di Gauss-Seidel richiede la meta dei passi richiesti dal metodo di Jacobi
per ridurre 'errore di una quantita prefissata.

5 Metodi a blocchi

Se la matrice A di dimensione mn x mn & partizionata in n2 blocchi m x m

Aig A oo Aln
Ag,l AQ,Q ce Ag’n
A = (Al,j) = : . . :

An,l An,2 “ee An7n
possiamo considerare una decomposizione additiva A = D — B — C dove D ¢&
la matrice diagonale a blocchi con blocchi diagonali uguali a 4;;,i=1,...,n,
B = (B, ;) la matrice triangolare inferiore a blocchi tale che B; ; = —A; ; se
i > j mentre B; ; = 0 altrimenti, e C = (C, ;) la matrice triangolare superiore a
blocchi tale che C; j; = —A; j per i < j e C; ; = 0 altrimenti. In questo modo, se

i blocchi diagonali A;; di A sono non singolari, possiamo considerare i metodi
iterativi definitida M = D, N=B+C,eda M =D — B, N = C. Il primo
metodo e detto metodo di Jacobi a blocchi mentre il secondo ¢ detto metodo di
Gauss-Seidel a blocchi.



Per i metodi di Jacobi a blocchi e di Gauss-Seidel a blocchi vale un analogo
del teorema

Teorema 7 Sia A = (4; ;) una matrice tridiagonale a blocchi, cioé tale che
A;; =0 seli—j| > 2, con blocchi diagonali A;; non singolari. Siano Jp e
Gp le matrici di iterazione dei metodi di Jacobi a blocchi e di Gauss-Seidel a
blocchi. Allora per ogni autovalore di \ di Jg esiste un autovalore p di Gp tale
che = N\2. Per ogni autovalore non nullo u di Gg esiste un autovalore \ di
Jg tale che = A\?. In particolare vale

p(G) = p(J)?.

La dimostrazione del teoremam si svolge esattamente nello stesso modo della
dimostrazione del teorema@ per cui non viene riportata.

6 Metodi iterativi non stazionari (cenno)

Esistono metodi iterativi non stazionari in cui la successione z(*) non si puo
scrivere nella forma . Una classe molto studiata di questi metodi ¢ quella
basata sulle successioni dei sottospazi di Krylov. Dato un vettore iniziale z(®)
si costruisce lo spazio di Krylov Sy di dimensione al pitt k& che e generato dai
vettori (9, Az© .. AF=12(0) In questa classe di metodi iterativi il vettore
2(®) viene scelto nello spazio Sy con opportuni criteri che determinano il tipo di
metodo e le proprieta computazionali e di convergenza.

Fanno parte di questa classe i metodi del gradiente quali il metodo della
discesa piu ripida e il metodo del gradiente coniugato.

7 Esercizi

Esercizio 1 Sia n > 2 un intero e si denoti con e = (1,...,1)T € R~
e1 = (1,0,...,007 e R*1,

a) Costruire la matrice di Householder P tale che Pe = e, dove § € R

b) Sia A = (a;,;) matrice reale n x n tale che a1 ; =a;1 =1peri=2,...,n
e a; ; = 0 altrove. Si costruisca una matrice ortogonale @ tale che B = QAQT
abbia tutti elementi nulli tranne by ; = by,2. Si determini il valore di by ;.

¢) Dare condizioni su « affinché il metodo di Jacobi applicato al sistema
(I — aA)x = b sia convergente.

d) Dare condizioni su « affinché il metodo di Gauss-Seidel applicato al si-
stema (I — aA)x = b sia convergente. Si confrontino le velocita di convergenza
dei due metodi.

Soluzione
Una matrice reale di Householder P ¢ tale che P = I — Buu” dove u € R™,

w#0e 8 =2/|ul3
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a) Dalla relazione Pe = fe; e dalla ortogonalita di P si deduce che |le||2 = |6,
ciot § = £4v/n — 1. Dalla espressione P = I — Buu? si deduce che Buule =
e — fey. Per evitare cancellazione numerica si sceglie allora § = —v/n — 1, per
cuiu=ec++vn—1ley, B=2/||ullzd=1/(vn—1+n-—1).

b) Se P ¢ la matrice di Householder tale che Pe = fe;, la matrice Q =

10 . .
[ 0 P } risulta ortogonale e inoltre

0 —vn—1 0 ... 0
—Vn—1
o[ ]|

0
¢) La matrice di iterazione del metodo di Jacobi & acA. Il suo raggio spettrale

e « per il raggio spettrale di A. Quest’ultimo coincide col raggio spettrale della
. 0 —vn-—1 . N . AN
matrice [ N 0 ] che ¢ v/n — 1. Quindi il metodo di Jacobi e

convergente se a < 1/y/n — 1.
d) La matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel &

IO_IOQeT_O ael
[ae I} [O 0}_[0 a2eeT]
Il suo raggio spettrale coincide con il raggio spettrale di a?ee’. Questa matrice
ha n — 1 autovalori nulli corrispondenti agli autovettori nello spazio ortogonale
a e e un autovalore pari a a?(n — 1) corrispondente all’autovettore e. Il suo
raggio spettrale ¢ quindi a?(n — 1) e la condizione di convergenza del metodo
di Gauss-Seidel € quindi |a| < 1/y/n — 1. Cioe la stessa del metodo di Jacobi.
Pero il raggio spettrale della matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel &
il quadrato di quello della matrice del metodo di Jacobi. Per cui la velocita di

convergenza del metodo di Gauss-Seidel & doppia di quella del metodo di Jacobi.
O

Esercizio 2 E dato il sistema lineare Az = b dove A & una matrice n x n reale
simmetrica definita positiva di autovalori 0 < A\; < Ag < --- < \,,. Si consideri
il metodo iterativo definito da

20D = 20 4 o(b — Az),

con « parametro reale.

a) Dare condizioni su « in termini degli autovalori di A necessarie e sufficienti
per la convergenza del metodo.

b) Determinare in funzione degli autovalori di A il valore di « che massimizza
la velocita di convergenza.

¢) Determinare condizioni su « in funzione degli elementi di A sufficienti per
la convergenza del metodo.

d) Se A & una matrice n X n reale arbitraria determinare condizioni sugli
autovalori di A affinché esista un « che rende il metodo iterativo convergente.

11



Soluzione

Il metodo iterativo si puo scrivere come X+t = Pz(®) 4 g con P =1 —aA
e ¢ = ab. Inoltre x ¢ soluzione del sistema Ax = b se e solo se x = Px + q.
Condizione necessaria e sufficiente per la convergenza di un metodo iterativo e
che il raggio spettrale della matrice di iterazione sia minore di 1.

a) La matrice di iterazione del metodo ¢ P = I — A, i suoi autovalori sono
quindi 1 — aX;, i =1,...,n. Il raggio spettrale di P & il massimo dei |1 — a)],
i=1,...,n. Quindila condizione cercatasua e —1 < 1— ;o < 1 cioe o < 2/ \;.
Dato l'ordinamento degli autovalori si ottiene o < 2/\,,.

b) Poiché il raggio spettrale & uguale alla riduzione asintotica media per
passo dell’errore, per massimizzare la velocita di convergenza basta minimizzare
il raggio spettrale. Basta cioe trovare il

min max |1 — a)]|
[} K2

cio¢ il minimo dell'inviluppo superiore delle funzioni f;(«) = |1 —a);|. Come si
vede dalla figura tale inviluppo ¢ dato da

1—ajx perz<ap
flz) =
1— o, per > ay

con ag = 2/(a1 + ay,) e il suo minimo, preso in ag vale (A, — A\1)/(A1 + \n)

A

Figura 2: Inviluppo superiore delle funzioni |1 — a )]

c¢) Dal punto a) si ha che per la convergenza occorre e basta che o < 2/A,,.
Poiché per ogni norma matriciale indotta || - || vale A, = |A,| < ||A]], ne segue
che la condizione a < 2/||A|| ¢ sufficiente per la convergenza. Ad esempio, con
la norma infinito basta che v < 2/ max; Y7, [ai ;1.

d) Gli autovalori di A devono essere tali che esista un « per cui |1 — X | < 1,
cioe —1 <1 — A\;a < 1. Le due diseguaglianze valgono se e solo se 0 < \;ar < 2.
Per cui gli autovalori devono essere tutti dello stesso segno e non nulli, inoltre
0 < < 2/A; oppure 2/\; < a < 0. O
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Esercizio 3 Siano rispettivamente J e G le matrici di iterazione dei metodi
di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati al sistema Hx = b dove H = (h; ;) ¢ la
matrice tridiagonale n xn taleche h;; =3 peri=1,...,neh;jy1; =h; i1 =1
peri=1,...,n—1.

a) Dimostrare che per n > 2 vale p(J) < 2/3, p(G) < 4/9, dove p(-) indica
il raggio spettrale.

b) Sia n = 2m pari, e si partizioni H in blocchi 2 X 2 in modo che H possa
essere vista come matrice m X m i cui elementi sono blocchi 2 x 2. In questo
modo H risulta tridiagonale a blocchi con blocchi diagonali A = [ 1], blocchi
sopradiagonali B = [9 0], blocchi sottodiagonali BT. Si consideri il metodo
iterativo di Jacobi a blocchi dato dal partizionamento H = M — N con M
matrice diagonale a blocchi 2 x 2 con blocchi diagonali uguali ad A. Si dimostri
che il raggio spettrale della matrice di iterazione M ~1N & minore di 1/2.

¢) Sia H la matrice ottenuta da H ponendo uguale a 1 I'elemento di po-
sto (1,1). Dimostrare che il metodo di Jacobi applicato al sistema Hzr=be
convergente e dare una limitazione superiore pilt accurata possibile del raggio
spettrale della matrice di iterazione.

Soluzione

La matrice di iterazione del metodo di Jacobi ¢ —(1/3)H dove H = (h; ;)
¢ la matrice tridiagonale con elementi h;y1,; = h; ;41 = 1 e nulli altrove. La
norma infinito di H & 2 quindi per il raggio spettrale p vale p(—(1/3)H) < 2/3.
Poiché la matrice del sistema A e tridiagonale, sappiamo che il raggio spettrale
della matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel ¢ il quadrato di quello
della matrice del metodo di Jacobi. Esso ¢ quindi maggiorato da (2/3)% = 4/9.

La matrice di iterazione del metodo di Jacobi a blocchi e data dalla matrice
tridiagonale a blocchi con blocchi diagonali nulli, blocchi sopra diagonali uguali

a [;1/{;8 8} , e blocchi sottodiagonali A~' BT = [8 _31/?8} . I cerchi di Gerschgorin

per questa matrice hanno centri 0 e tutti quelli relativi alle righe dalla terza
alla terzultima hanno raggio 3/84+1/8 = 1/2. 1l primo e I'ultimo cerchio hanno
raggio 1/8, il secondo e il penultimo hanno raggio 3/8. Quindi il raggio spettrale
¢ minore o uguale a 1/2. Se la matrice fosse irriducibile, il terzo teorema di
Gerschgorin garantirebbe che non ci sono autovalori di modulo 1/2.
Verifichiamo se la matrice &€ o meno irriducibile. Dalla sua struttura si vede
che nel grafo diretto associato ci sono archi che connettono ogni nodo dispari
col nodo dispari successivo e col nodo pari precedente, cio¢ il nodo 2i + 1 si
collega col nodo 2¢ + 3 e col nodo 2i, quando i valori 2¢ 4+ 3 e 2¢ sono compresi
tra 1 e n, mentre ogni nodo pari si connette al dispari successivo e al pari
precedente, cioe il nodo 27 si collega ai nodi 2¢+ 1 e a 2i — 1 quando questi sono
compresi tra 1 e n. Per cui ogni nodo dispari si collega a tutti i nodi dispari
successivi, ogni nodo pari si collega a tutti i pari precedenti, da un nodo pari si
puo passare al dispari successivo e da un nodo dispari al pari precedente. Tutti
i nodi sono quindi raggiungibili da ogni altro nodo tranne il primo e 'ultimo che
non sono raggiungibili. Infatti la prima e I'ultima colonna della matrice sono
nulle. Quindi manca la riducibiita della matrice. In effetti il grafo associato
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¢ formato da tre componenti connesse, una formata dal singolo nodo 1, una
formata dal singolo nodo n e una formata dai rimanenti nodi 2,...,n—1. Sela
matrice viene perturbata ponendo uguale ad € # 0 gli elementi di posto (2,1) e
(n—1,n), la nuova matrice cosi ottenuta ¢ irriducibile poiché al grafo associato
sono stati aggiunti due archi che collegano la componente connessa formata dai
nodi 2,...,n — 1 al primo e ultimo nodo. Il terzo teorma di Gerschgorin si puo
allora applicare e si ha che se e < 1/8 tutti i raggi dei cerchi di Gerschgorin
valgono al pitt 1/2 mentre il primo e 'ultimo sono minori di 1/2. Per cui gli
autovalori hanno modulo minore di 1/2 per ogni € di modulo al pit1 1/8. Facendo
tendere € a zero, per la continuita degli autovalori si conclude che anche la
matrice originale ha raggio spettrale di modulo strettamente minore di 1/2.

_ La matrice J di iterazione del metodo di Jacobi applicato al sistema con
H e tridiagonale con elementi principali nulli, elementi sotto diagonali uguali
a —1/3, elementi sopra diagonali uguali a —1/3 ad eccezione dell’elemento in
posizione (1,2) che vale —1. Vale cioe

0 -1
-1/3 0 -1/3

~1/3
~1/3 0

Il secondo teorema di Gerschgorin garantisce che il raggio spettrale di questa
matrice e minore di 1 e quindi il metodo di Jacobi e convergente. Una stima del
raggio spettrale si puo ottenere considerando la matrice ottenuta moltiplicando
la prima riga per € > 0 e dividendo la prima colonna per €. Questa matrice ha
gli stessi autovalori di J pero il primo cerchio di Gerschgorin ha raggio r; = €
mentre il secondo ha raggio roe~!/3 + 1/3. La condizione r; = ry fornisce il
valore ottimale ¢ = (1 + v/13)/6 che costituisce una limitazione superiore al
raggio spettrale. O

Esercizio 4 Sia A = (a;;) la matrice n x n, n > 2, tale che a;; = 1 per
i=1,...,n a1, = a1 =« # 0peri=2,...,n, a;; = 0 altrimenti. Si
denotino con J e G le matrici di iterazione rispettivamente dei metodi di Jacobi
e di Gauss-Seidel applicati al sistema lineare Ax = b.
a) Determinare J e G e dimostrare che J ha rango 2 mentre G ha rango 1.
b) Determinare il raggio spettrale di J e di G e dare condizioni necessarie e
sufficienti di convergenza per i metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel
¢) Determinare una matrice di Householder P tale che la matrice B = PAPT
abbia la forma
1 0
0 1

14



e si confronti il raggio spettrale delle matrici di iterazione dei metodi di Jacobi
e di Gauss-Seidel relativi a B con quelli relativi ad A.

Soluzione
a) La matrice A ha la forma

1 « «
a 1
A= .
« 1
Quindi per definizione vale
0 a ... «a 10 077'7T0 a a
a 0 a 1 0 0
J=—1 . ) , G=—| | ) . ) = uv
« 0 « 1 0 0
dove u = [-1,q,...,a]T e vl =[0,q,...,a]. Chiaramente G = uv? ha rango
1. Inoltre J si lascia scrivere come J = e;v? + vel | dove e; = [1,0,...,0]7 e

quindi ha rango 2.

b) La matrice G = uv? ha n — 1 autovalori nulli e un autovalore uguale
a vTu = a?(n — 1). Quindi il suo raggio spettrale & a?(n — 1). Poiché v &
ortogonale a ey, rappresentando la matrice J in una base in cui il primo vettore
¢ e e il secondo vettore & & = (1/0)v, = an/n — 1, la matrice J si trasforma in
Beiel +0esel ed ha n — 2 autovalori nulli e due autovalori uguali a 6. Quindi
il raggio spettrale di J & |a|v/n — 1. Si puo concludere che i metodi di Jacobi
e di Gauss-seidel sono convergenti se e solo se || < 1/v/n— 1. Inoltre vale
p(G) = p(J)?, quindi il metodo di Gauss-Seidel, se convergente, ha velocita di
convergenza doppia rispetto al metodo di Jacobi

c) E sufficiente scegliere una matrice di Householder @ di ordine n — 1, tale
che Qe = v/n — ley, dove e,e; € R™! sono rispettivamente il vettore di tutti
(1) 22 }, P risulta
di Householder e vale PAPT = B con 6 = ay/n — 1. Denotando con J e G
le matrici di iterazione dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati a un
sistema con matrice B, risulta p(J) = 0] = |a|v/n — 1, p(GQ) = |62| = a®(n—1).
I raggi spettrali sono gli stessi del caso precedente. O

uni e il primo versore della base canonica. Ponendo P = [

Esercizio 5 Sia A = (a;;) la matrice n X n con elementi a;41; = 1,a;, = @
peri=1,...,n—1, a;; = 0 altrove.

a) Dare condizioni sufficienti su « affinché gli autovalori di A abbiano modulo
minore di 1.

b) Dare condizioni sufficienti su « affinché il metodo di Jacobi applicato al
sistema lineare (I + A)x = b sia convergente.
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¢) Dare condizioni sufficienti su « affinché il metodo di gauss-seidel applicato
al sistema lineare (I + A)x = b sia convergente.

d) Per o = 1/n dire di quanto viene ridotto lerrore iniziale dopo n passi del
metodo di Gauss-seidel e del metodo di Jacobi.

Soluzione
O

Esercizio 6 Dato un numero reale o e un intero n > 2 sia M = (m;;) la
matrice n X n triangolare superiore con elementi m; ; = 1 per ¢ < j. Sia inoltre
N = auv® dove u = (u;),v = (v;) € R" sono tali che u; =i peri=1,...,ne
v; = (—1)"tperi=1,...,n—1ew, = 0. Siconsideri il sistema lineare Az = b,
con b € R, dove A = M — N, e il metodo iterativo (¥t = M~1(Nz(*) +b).
a) Dire per quali valori di « il metodo iterativo & convergente.

b) Sia aw = 3/4 e n = 1000. Calcolare il raggio spettrale p(P) della matrice
P = M~!'N e dimostrare che esiste una norma indotta || - || tale che ||P| =
p(P). Dire quanti passi occorrono per ridurre ’errore iniziale di un fattore 10~6
utilizzando la norma individuata.

¢) Sia @ = 3/4 e n = 1001. Calcolare il raggio spettrale p(P) della matrice
P = M~1N e dire se esiste una norma indotta || - || tale che ||P|| = p(P). Dire
quanti passi occorrono per ridurre 'errore iniziale di un fattore 1076 utilizzando
la norma infinito.

Soluzione
O

Esercizio 7 Dati i vettori u = (u;),v = (v;),w = (w;), 2z = (2),b = (b;) € R”
si consideri il sistema di 2n equazioni e 2n incognite Az = b dove

I auvT
A= [ awzT I } ’

a) Valutare i raggi spettrali p(J) e p(G) delle matrici di iterazione J e G
rispettivamente dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati al sistema Ax =
b.

In particolare imostrare che p(G) = p(J)? e dare condizioni sufficienti su «
per la convergenza.

b) Sia a = 1/(2/n), e u; = 1, v; =i, w; = 1/i, z; = (—1)' per i = 1,...,n.
Dire quante iterazioni del metodo di Jacobi e del metodo di Gauss-Seidel sono
sufficienti per ridurre l’errore iniziale di un fattore 1075 se n = 1000 e se n =
1001.

c¢) Dire se esiste una norma indotta || - || tale che ||J|| = p(J). Dire se esiste
una norma indotta || - || tale che |G|| = p(G).

Soluzione
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Esercizio 8 La matrice A reale n x n ha m autovalori ugualiad a € Ren—m
autovalori uguali a b € R, dove 1 < m < n.

a) Dire sotto quali condizioni su a e b esiste un « € R tale che le successioni
definite da z*+1) = G, (z™®)) con Gu(z) = = + af — Azx), convergono alla
soluzione del sistema ax = f, con f € R™ per ogni z(?) € R™. Nell'ipotesi di
esistenza determinare il valore di o che massimizza la velocita di convergenza.

b) Dire sotto quali condizioni su a e b esistono «, 8 € R tali che le successioni
generate da x**t1) = G, (G(x™)) convergono alla soluzione del sistema per
ogni z(® € R”. In caso di convergenza determinare i valori ottimali di o e .

¢) Con i valori di « e 8 ottenuti al punto b) studiare la velocita di convergenza
delle successioni al punto b) se A ha m autovalori in [a—¢, a+¢€] e n—m autovalori
in [b—¢€0b+¢, dove |al,|b]| >1e0<e<|a—bl/4

Soluzione
O

Esercizio 9 Sia n > 3 intero e u = (u;),v = (v;) € R} wv # 0. Si
consideri la matrice B(u,v) = (b; ;) € R™*™ tale che by ;41 = v;, biy1,1 = u; per
t=1,...,n—1, b;; =0 altrove.

a) Si dimostri che esiste una matrice di Householder P tale che PB(u,v)PT =
B(aey,v) dove e; = (1,0,...,0)7 € R""! et € R*"L. Si deduca che B han —2
autovalori nulli e due autovalori di modulo |v”u|/2.

b) Si determinino i raggi spettrali delle matrici J e G rispettivamente dei metodi
di Jacobi e di Gauss Seidel applicati al sistema Az = b dove A = I — B. Si diano
condizioni sui vettori u e v per la convergenza dei due metodi e si confrontino
le velocita di convergenza.

c) Postou; =4, peri=1,....n—1,ev; =1sei=0mod 4, osei=1mod
4, v; = —1 altrimenti, si dica se si ha convergenza dei metodi di Jacobi e di
Gauss Seidel per n = 4000 e n = 4001. Nel caso di convergenza si dica per i due
metodi quante iterazioni sono sufficienti a ridurre I’errore iniziale di un fattore
almeno 10'° in norma infinito.

Soluzione
O

Esercizio 10 Sia A la matrice tridiagonale n x n, dove n e pari, tale che a;; =
(1), peri=1,...,n, a;4+1 = ait1;, = L peri =1,...,n — 1, dove a € R.
Per la risoluzione del sistema Ax = b si consideri il metodo iterativo Mz, =
Nz + b, ottenuto dal partizionamento A = M — N, dove M & la matrice

1 «
a) Dimostrare che la successione {x;} ¢ ben definita per ogni « € R.
b) Dare condizioni sufficienti su « per la convergenza del metodo e dare una
limitazione superiore al raggio spettrale della matrice di iterazione.
c¢) Confrontare il metodo col metodo di Jacobi, piti precisamente mostrare che

diagonale a blocchi 2 x 2 con blocchi diagonali [ —al ] .
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esistono valori di a per cui il metodo e convergente mentre il metodo di Jacobi
non lo é.

Soluzione
O

Esercizio 11 Sia A una matrice reale simmetrica n X n con autovalori A;, i =
1,...,n e autovettori ortonormali u;, 2 = 1,...,n . Per la risoluzione del sistema
Az = b si consideri il metodo iterativo zx11 = M~} (Nxy +b), dove A= M — N
e det M #0.

a) Si diano condizioni necessarie e sufficienti sui A; affinché il metodo ottenuto
con M = [ sia convergente.

b) Si diano condizioni necessarie e sufficienti sui \; affinché esista un numero
reale « tale che il metodo ottenuto con M = al sia convergente.

¢) Supponendo 0 < A; < A\y; < 1l peri = 1,2,...,n — 1 e assumendo di
conoscere \j e u1, si determinino i valori di « per cui il metodo iterativo ottenuto
con M = I +auyuf sia convergente. Si determini un valore di o che massimizzi
la velocita di convergenza del metodo.

d) Supponendo A\; < A\jy1 < 1peri=1,2,...,n—1 si diano condizioni necessarie
e sufficienti sugli autovalori di A affinché esista un « tale che il metodo ottenuto
con M = I + auyuf sia convergente.

Soluzione
O

Esercizio 12 Per n intero positivo, siano u,v,b € R™ e D una matrice n X n
diagonale tale che det D # 0. Per risolvere il sistema lineare Az = b con
A = D + w7 si consideri il metodo iterativo Tht1 = M‘l(ka + b) dove
A=M-NeM=aD,cona€eR, az#0.

a) Dire sotto quali condizioni su u, v, D esiste un « per cui il metodo iterativo
¢ convergente e determinare il raggio spettrale di P = M~ N.

b) Determinare il valore di o che minimizza il raggio spettrale di P.

c¢) Si dimostri che per a = 1 'errore di approssimazione e; = 1 — = ottenuto
dopo un passo a partire da un qualunque zg & proporzionale a D™ lu. Se v =
D~ si usi questa proprietd per determinare xg tale che e; = 0.

Soluzione
O

Esercizio 13 Si consideri il sistema lineare Ax = b dove la matrice n x n
A= (ai,j) ¢ tale che ;5 = d; se i = 7, aij = vy, se j > 1, a;1 = U; Se i>1e
a;; = 0 altrimenti.

a) Si consideri il metodo iterativo dato dal partizionamento A = M — N con
M = (m;j), mig = «, m;j =a;; per i > je (i,j) # (1,1). Dare condizioni
sui valori di u; e v; affinché esista un « per cui il metodo & convergente.

b) Determinare il valore ottimale di « che massimizza la velocita di convergenza.
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c)Sea=0e> 1 ,u;v; =0 determinare il numero di passi del metodo iterativo
sufficienti a ridurre 1’errore iniziale di un fattore 10~19.

Soluzione
O
Esercizio 14 Per n > 2 intero, si consideri la matrice n x n,
0 -1
1 0 -1
€ = (eiy) =

1 -1

taleche c;11;,=1,i=1,...,n—1,¢,=—-1,i=1,...,n, ¢;; = 0 altrove. Sia

inoltre A = al — C, con « > 0 parametro reale.

a) Si dimostri che gli autovalori di C' sono le radici (n 4 1)-esime dell’unita
diverse da 1.

b) Si studi la convergenza del metodo iterativo dato dal partizionamento A =
M —N, M =al, N =C, per la risoluzione del sistema Az = b, al variare di a.
¢) Si studi la convergenza del metodo di Gauss Seidel applicato al sistema Az = b
al variare di « e si confrontino i risultati con quelli del punto b).

Soluzione
O

Esercizio 15 Sia m > 2 un numero intero e si definiscano le matrici m x m
B = (bi,j)v E = (ei’j) tah che biﬂ' = «, bi,i+1 = —]., 1= 1,...7m - ]., bi,j = 0

altrimenti; e, 1 = —1, e;; = 0 altrimenti. Si consideri la matrice 2m x 2m
definita da
B FE

e il sistema lineare Az = b. Dire per quali valori di « reale i metodi iterativi
basati sul partizionamento A = M — N sono convergenti alla soluzione del
sistema e si valuti il raggio spettrale delle relative matrici di iterazione

a) M =al; b) M = gl; ;T :|;C)M= [ g§ OZ ]

Per a = 2 si dica quale dei metodi € piu conveniente per ridurre I’errore iniziale
di un fattore 1071 e si valuti il numero di operazioni necessario a tale scopo.

Soluzione

O

Esercizio 16 Sia A € C"*™ partizionata in 9 blocchi 4, ;, i,7 = 1,2,3, do-
ve i blocchi A4;;, i = 1,2,3, sono quadrati e A2, A2 3, A3 sono nulli. Si

decomponga Ain A=D — B — C dove

Aii O 0 0 0 0 0 0 Ais

D= 0 A O , B=—|4;: 0 0]|,C=—-]00 0
0 0 Ass 0 A3 O 00 0
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a) Si dimostri che se det(AD — B —C) =0e X # 0, allora u = A3 & tale che
det(u(D — B) — C) = 0 e viceversa.

b) Si dimostri che il metodo iterativo w41 = M~1(Nzy + b) per risolvere il
sistema lineare Az = b ottenuto con M = D, N = B + C (Jacobi a blocchi)
& convergente se e solo se lo ¢ il metodo ottenuto con M = D — B, N = C
(Gauss-Seidel a blocchi). Si confrontino le velocita asintotiche di convergenza
dei due metodi.

Soluzione
O

Esercizio 17 Sia £ € R"*", E = —ET e i l'unitd immaginaria tale che i?> =
—1.

a) Si dimostri che se n = 2m, m > 0 intero, allora gli autovalori di F sono
{xip;, pj €R, j=1,...,m}; se n =2m + 1 allora gli autovalori sono {0} U
{£in;, p; €R, j=1,...,m}, dove m > 0 & un intero.

b) Sia inoltre p(E) = 2, A=I—-E, M = al, a € R, N = M — A. Si
dimostri che il metodo iterativo per risolvere il sistema lineare Ax = b, dato dal
partizionamento A = M — N, & convergente se e solo se & > 5/2 e per « = 5
raggiunge la massima velocita di convergenza

¢) Si determini in funzione di p(E) il valore ottimale di a che massimizza la
velocita di convergenza del metodo iterativo.

Soluzione
O

Esercizio 18 Si consideri il sistema lineare Ax = b, con A matrice reale n X n.

a) Si dimostri che se esistono matrici diagonali D; e Dy tali che D1 ADy &
fortemente dominante diagonale (per righe o per colonne), oppure & irriducibile
e dominante diagonale (per righe o per colonne) allora i metodi di Jacobi e
Gauss-Seidel applicati al sistema Ax = b sono convergenti.

b) Sia a;,; < 0 per i # j e a;; > 0 per ¢ = j. Si dimostri che se esiste w
con componenti positive tale che Aw oppure ATw hanno componenti positive
(oppure non negative e A & irriducibile) allora i metodi di Jacobi e Gauss-Seidel
applicati a Az = b sono convergenti.

¢) Si dica per quali valori di a < 11 metodi di Jacobi e Gauss Seidel applicati
alla matrice n x n tridiagonale A = (a;;), @11 = @, Gi; = 2, Q-1 = G—1,; =
—1,7=2,...,n, sono convergenti.

Soluzione
O
Esercizio 19 Dato il polinomio p(z) = z™ — Z?;ol r'a;, dove n & un intero
positivo, si associ a p(z) la matrice n x n B = (b; ), tale che bjy1; = 1,
i=1,....n—=1,b1j=an—j,J=1,...,n, b; ; =0 altrimenti.

a) Si dimostri che det(xI — B) = p(x).

20



b) Sian = 2m > 4, p(z) = (z™—1)?, A = ol — B. Sistudi al variare di @ € R la
convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati al sistema Az = b
e si confrontino le velocita di convergenza dei due metodi.
c) Per a >1e0 <6 <1, sivaluti in funzione di v e € il numero k di iterazioni
per cui |[e®|| < 0]]e(?]|s, dove e®) & Ierrore generato dopo k passi del
metodo di Gauss-Seidel. Si tratti poi il caso particolare in cui 652) = ego) =0.
Soluzione

U

Esercizio 20 Dati a,b,c,d € R™ si dimostri che i vettori ortogonali a b e d
stanno nel nucleo della matrice V = ab” + cd” e che gli autovalori di

bl'a bTc
{ dTa dTc }
sono autovalori di V. Si consideri poi il sistema lineare Az = f, x, f € R"™,
A = (a;;) € R™™, dove a;,ang,a1; # 0,1 =1,...,n, a;; = 0 altrimenti.
Si studi la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati a tale
sistema e se ne confrontino le velocita di convergenza.

Soluzione

O

Esercizio 21 Sia A,, = (a; ;) la matrice tridiagonale nxn con elementi a; ; = 2,

1= ].,...,TL, 41,4 = Q4341 :71,111,,7171
a) Verificare che A ¢ invertibile e che la prima ed ultima colonna dell’inversa
di A sono rispettivamente n%rl(n,n —1,...,2,H)T e %H(L 2,...,n—1,n)T.

b) Si supponga che n = 2m, si partizioni 4,, in 4 blocchi m x m e si scriva la
matrice di iterazione del metodo di Jacobi a blocchi applicato al sistema Az = b.
Si analizzi la velocita di convergenza dei metodi di Jacobi e Gauss-Seidel a
blocchi applicati al sistema Ax = b.

c¢) Cosa si puo dire se n = 3m e A,, & partizionata in 9 blocchi m x m?
Cosa si puo dire nel caso generale in cui n = km e A,, & partizionata in k2
blocchi m x m?

Soluzione
O

Esercizio 22 Sia A = (a; ;) una matrice simmetrica n x n con autovalori 0 <
A1 < Ay < --- <\, = 1. Per risolvere il sistema Ax = b si consideri la classe di
metodi iterativi definiti da z(**1) = 2(¥) —9H(Az*®) —b), dove H & una matrice
n X n. Si studi la convergenza nei due casi H = [ e H = 2] — A al variare del
parametro 6. Si determini in funzione dei ); il valore ottimo di 6 nei due casi.
Si dica quali dei due metodi & piti conveniente in termini computazionali (cioe
in base al costo computazionale per passo e in base alla velocita di convergenza)
nel caso in cui # abbia il valore ottimo.
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Soluzione
O

Esercizio 23 Sia A = (a;;) la matrice n x n di elementi a;; = i, per i =
1,...,n, ajn = =1, @j41, = =1 peri =1,...,n—1, a;; = 0 altrove. Si
scrivano le matrici di iterazione J e G dei metodi di Jacobi e di Gauss Seidel
applicati a un sistema lineare con matrice A e si dimostri che tali metodi sono
convergenti. Si diano maggiorazioni dei raggi spettrali di J e di G e si individui
il metodo che ha la migliore stima di velocita di convergenza.

Sia A, la matrice ottenuta da A moltiplicando gli elementi diagonali di A per
«. Dire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato ad un sistema
con matrice A, & convergente.

Soluzione
O

Esercizio 24 Sia A una matrice n X n non singolare di elementi reali e si
consideri il partizionamento additivo A = M — N7 — Ns, con M, N1, No matrici
n X n ad elementi reali, det M # 0. Per risolvere il sistema lineare Az = b, b €
R™, si consideri literazione z*+t1) = M~Y(Nyz®) 4+ Noz*=1 +b), k =1,2,.. .,
dove (9, 2() sono scelti in modo arbitrario.

a) Si riscriva l'iterazione nella forma

k
S Zp(k) g (k) { 2 (k) }

2k=1)

esplicitando P € R?"*2n ¢ ¢ € R?",

b) Si dimostri che gli autovalori di P sono gli zeri di det(A\2M — ANy — Na).

c¢) Sia M la matrice diagonale con elementi principali a; ;, N1 la matrice stretta-
mente triangolare inferiore con elementi —a; ; per ¢ > j. Si dimostri che se A ¢
fortemente dominante diagonale o irriducibilmente dominante diagonale allora
la successione {zy} converge per ogni scelta di zg, z1.

d) Con le specifiche di M, N1 e Ny del punto c¢), se A ¢ matrice tridiagonale
si confronti il raggio spettrale di P con quello della matrice di iterazione del
metodo di Jacobi applicato al sistema lineare Ax = b.

Soluzione
O

Esercizio 25 Dati i vettori a = (a;),f = (fi) € R" e b = (b;),c = (¢;) €
R”~! si consideri la matrice tridiagonale T’ di dimensione n x n che ha elementi
diagonali a; # 0, sottodiagonali b; e sopradiagonali ¢;. Si scrivano le relazioni che
legano due iterate successive del metodo di Jacobi applicato al sistema Tz = f.
Si dimostri che le formule sono stabili all’indietro. Si scriva una function nella
sintassi di Octave che, presi in input a,u, f € R, b, ¢ € R~ ! fornisce in output
I’approssimazione v € R™ ottenuta applicando un passo del metodo di Jacobi al
vettore u.
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Soluzione
O

Esercizio 26 Dati i vettori a = (a;),f = (fi) € R" e b = (b;),c = (&) €
R™ ! si consideri la matrice tridiagonale T di dimensione n x n che ha elementi
diagonali a; # 0, sottodiagonali b; e sopradiagonali ¢;. Si scrivano le relazioni che
legano due iterate successive del metodo di Jacobi applicato al sistema Tz = f.
Si dimostri che le formule sono stabili all’indietro. Si scriva una function nella
sintassi di Octave che, presi in input a,u, f € R”, b,c € R™~! fornisce in output
I’approssimazione v € R™ ottenuta applicando un passo del metodo di Jacobi al
vettore u.

Soluzione
O

Esercizio 27 Si consideri il sistema lineare Az = f con f € R” e A = (a;;)
tale che a;y1, =—aperi=1,....,.n—1, a1, = —f,a,;, =1peri=1,...,n,
a;; = 0 altrove.

a) Scrivere le matrici di iterazione dei metodi di Jacobi e Gauss-Seidel ap-
plicati a tale sistema, e determinare i loro raggi spettrali. Dare condizioni su «
e [ necessarie e sufficienti per la convergenza dei due metodi.

b) Confrontare le velocita di convergenza dei due metodi in termini asintotici
nel numero di iterazioni.

¢) Dimostrare che dopo un passo del metodo di Gauss-Seidel lerrore di
approssimazione ¢ proporzionale al vettore (1, a,a?,...,a" 17T,

Usare questo fatto per ricavare direttamente la soluzione del sistema dal vettore
ottenuto applicando un solo passo del metodo ad un qualsiasi vettore iniziale.

Soluzione La matrice A ha la forma

1 ... 0 =g

—a 1 0
A=

0 —a 1

o ... 0 g 1 ... 0 0] O ... 0 B
a 0 0 —a 1 0 0 0
J = , G=
0 a 0 0 —a 1 0 0 0
per cui
1 0 0
«a 1 ...
G = . _ | Berel = puel, uw=(1,a,0%...,a"HT
ot a 1
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Gli autovalori A di J sono tali che det(A—J) = 0. Calcolando il determinante
con la regola di Laplace sulla prima riga si ottiene det(A\ — J) = A" — Ba"~?
da cui gli autovalori di J sono le radici n-esime di fa™ ! e il raggio spettrale &
quindi p(J) = |Ba" 1M/,

La matrice G’ = uel ha I’autovalore 0 di molteplicita n—1 corrispondente agli
autovettori ortogonali a e, e autovalore u = Belu = Bam~! corrispondente
allautovettore u. pertanto p(G) = |Ba™~t|. Si osserva quindi che p(G) =
p(J)". Condizione necessaria e sufficiente per la convergenza di entrambi i
metodi & |fa”"!| < 1. Poiché il raggio spettrale da la riduzione asintotica
media per passo, dalla relazione p(G) = p(J)™ si deduce che il metodo di Gauss
Seidel impiega asintoticamente un numero di iterazioni n volte inferiore a quello
richiesto dal metodo di Jacobi.

Se z* & la soluzione del sistema e se €(©) = (0 — z* & Perrore iniziale allora
dalla teoria sappiamo che dopo un passo del metodo di Gauss-Seidel I'errore e
€M = Gel® = yel'e® = e%o)u =: &u.

Vale quindi (") — 2* = &u per calcolare z* conoscendo z(!) e wu, basta
calcolare &. Poiché Az* = f si ha £Au = Az — f da cui, considerando ad
esempio la prima componente, £ = (x(ll) — 539%” - f1)/(1 = Ban~1). O

Esercizio 28 Siano A, Dy, Dy matrici reali n x n, Dy e Dy matrici diagonali
non singolari. Si consideri il sistema lineare Az = f con f € R" e il sistema
equivalente By = g con B = D1ADs, x = Doy, g = D1 f.

a) Si metta a confronto il metodo di Jacobi applicato al sistema Az = f e
al sistema By = g. Si svolga la stessa analisi per il metodo di Gauss-Seidel.

b) Si scrivano le matrici di iterazione dei metodi di Jacobi e di Gauss Seidel
applicati al sistema Az = b dove A = uv” con u,v € R™ vettori con componenti
non nulle e si calcolino i loro autovalori (si osservi che w! = D,ED,, con E
matrice di elementi uguali a 1, D,, e D, matrici diagonali con elementi diagonali
rispettivamente u;, v;).

Soluzione
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[1] D. Bini, M. Capovani, O. Menchi. Metodi Numerici per 1’Algebra Lineare.
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Zeri di funzioni
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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi ai metodi per ap-
prossimare numericamente gli zeri di una funzione continua.

Un problema interessante dal punto di vista computazionale consiste nel
calcolare le soluzioni di una equazione o di un sistema di equazioni non lineari.
Nelle applicazioni questo problema si incontra in diverse forme. Ad esempio,
nella progettazione di robot industriali per I’assemblaggio di oggetti costituiti
da piu parti, la configurazione che il robot deve assumere per poter svolgere le
sue funzioni dipende dalla soluzione di un sistema di equazioni.

Infatti, date le coordinate del punto dello spazio che I'estremita del braccio
di un robot deve raggiungere, occorre determinare i parametri che definiscono
la configurazione del robot, tipo gli angoli tra i segmenti che costituiscono il
braccio e lunghezze di tali segmenti, in modo che I'estremita del braccio occupi
il punto che ha quelle coordinate. Questi parametri e le coordinate del punto di
arrivo sono legati da un sistema di equazioni tipicamente non lineare.

Ad esempio, nel disegno in ﬁgura € rappresentato un robot semplificato
formato da due bracci. Il primo, di lunghezza u fissata, puo ruotare nel piano
attorno all’origine. Il secondo, di lunghezza v < u fissata, puo ruotare sempre nel
piano attorno all’estremita libera del primo braccio. All’estremita del secondo
braccio, di coordinate (a,b) & collocata la pinza del robot. E evidente che

A
P=(a,b)

I/- )
_/

>

Figura 1: Robot costituito da due bracci articolati



la pinza del robot pud occupare tutti i punti della corona circolare di centro
lorigine e raggi u— v e u+v. Se chiamiamo con z e y rispettivamente gli angoli
che il primo e il secondo braccio formano con una retta orizzontale, valgono le
relazioni

@ = UCOST + v Ccosy
b=usinx +vsiny

Se, dati a e b vogliamo determinare gli angoli x e y per fare raggiungere alla
pinza del robot la posizione (a,b) dobbiamo risolvere il sistema non lineare di
due equazioni e due incognite descritto sopra.

Purtroppo solo in rari casi siamo in grado di dare delle formule esplicite che
ci permettono di rappresentare le soluzioni di una equazione o di un sistema. Si
pensi ad esempio al caso dei familiari polinomi p(z) = Y- ; a;z" in una variabile
x. Se il grado n & 1 o 2 sappiamo esprimere le radici di p(z) con delle formule
esplicite.

Nel caso dilequazioni cubichee di lequazioni quartiche esistono formule espli-
cite pubblicate da Girolamo Cardano| nel 1545. La soluzione nel caso n = 3 fu
comunicata a Cardano da Niccolo Tartaglia, mentre la soluzione nel caso n = 4
fu trovata da|Scipione del Ferro| studente di Cardano.

Nel caso di polinomi di grado maggiore o uguale a 5 non esistono formule che
permettano di esprimere le radici in termini di radicali e operazioni aritmetiche.
Questo segue dalla Teoria di Galois

Quindi dal punto di vista computazionale occorre individuare dei metodi
che permettano di approssimare le soluzioni di una equazione o di un sistema
di equazioni attraverso la generazione di successioni che ad esse convergano.

In questo articolo ci occupiamo del progetto ed analisi di metodi per generare
tali successioni, assieme all’introduzione di strumenti generali per la loro analisi.

1 Zeri di funzioni continue da R in R

Ci occupiamo qui del caso piu semplice che si puo incontrare: il caso in cui
¢ data una funzione f(z) : [a,b] — R continua sull’intervallo [a,d], tale che
f(a)f(b) < 0. Con queste ipotesi, per un noto teorema dell’analisi, esiste almeno
un punto « € [a, b] per cui f(a) = 0. Vogliamo allora generare una successione
{zk}r che converga ad a.

Uno dei metodi piu semplici per fare cio e il metodo della bisezione detto
anche metodo dicotomico. Esso si basa su una strategia antica e universale che
viene generalmente applicata con successo in molte situazioni, dall’arte militare
(dai tempi di Giulio Cesare) alla politica e all’informatica: la strategia del divide
et impera che in letteratura anglosassone diventa divide-and-conquer.

Il metodo funziona nel modo seguente:

e sipone ag =a, bg =b

e per k=0,1,..., si calcola il punto medio ¢, = (ay, + b)/2 del segmento
[ak, bi], assieme al valore di f(ci)



e se f(cx) = 0 abbiamo trovato una soluzione a = ¢, e abbiamo finito; altri-
menti, se f(cx)f(ax) < 0, deduciamo che la funzione si annulla in almeno
un punto « del sottointervallo di sinistra [ag, ci]; se invece f(ck)f(ar) > 0
si deduce che la funzione si annulla in un punto ay, del sottointervallo di
destra [cg, bl;

¢ nel primo caso ripetiamo il procedimento applicandolo all’intervallo [ag, c],
cioé poniamo ay41 = ag, b1 = cx, nel secondo caso lo applichiamo all’in-
tervallo [c, bg], cloé poniamo ag+1 = ¢, bp+1 = by, finché non abbiamo
ottenuto un intervallo di ampiezza sufficientemente piccola, cioe finché
bk-+1 — Qg4+ < €.

E evidente che con questa strategia ’ampiezza dell’intervallo corrente si ri-
duce della meta ad ogni passo che viene fatto. In questo modo, dopo k passi
abbiamo un intervallo di ampiezza by — ap = 2%(1) — a). Quindi la quantita
€r = by — ay, maggiorazione dell’errore di approssimazione di «, converge a zero
in modo esponenziale.

Apparentemente la convergenza esponenziale a zero di €; denota una ”ve-
locita” di convergenza alta. In effetti non e proprio cosi visto che piu tardi
introdurremo dei metodi in cui I’errore di approssimazione converge a zero in
modo doppiamente esponenziale cioe e limitato superiormente da

ﬁpk con0<fg<l, p=>2

Dal punto di vista computazionale il metodo di bisezione conviene imple-
mentarlo nel modo descritto nel codice [Octave del listato [l

In particolare, poiché il calcolo viene svolto in aritmetica floating point, la
condizione di arresto viene data sull’errore relativo mediante la diseguaglianza
b—a < emin{]al,|b|}. Inoltre viene messo un limite massimo al numero di passi
di bisezione. Un’altra caratteristica dell’implementazione e che vengono usate
solo due variabili a,b per generare gli intervalli di inclusione: di fatto viene
mantenuto solo I'ultimo intervallo generato e la storia passata viene dimenti-
cata. Poiché il segno della funzione f(z) nell’estremo sinistro degli intervalli
generati & sempre lo stesso, cosi come il segno della funzione nell’estremo de-
stro, e sufficiente calcolarsi questo segno una volta per tutte usando la variabile
fa e calcolare ad ogni passo solamente il valore di f(c¢) da confrontarsi con fa.
In questo modo il costo di ogni iterazione si riduce al calcolo del punto c e del
valore di f(c). Il codice presuppone che sia stata definita una function f(x).

In una esecuzione in aritmetica floating point del metodo di bisezione i valori
effettivamente calcolati di f(z) sono affetti da errore. Se supponiamo che il
valore effettivamente calcolato sia compreso tra f(x) —d e f(x)+ 0, dove § > 0
¢ una quantita nota, allora il problema del calcolo degli zeri di f(z) si trasforma
in quello del calcolare le intersezioni tra la striscia di piano formata dai punti
{(z,y) e R? :  f(x) =6 <y < f(x) + I} e l'asse delle z, come mostrato in
figura

Allora in questa forma alla soluzione « del problema originale viene sostituito
Uintervallo di incertezza rappresentato in figura dal segmento verde. Se f(z) e



Listing 1: Function bisezione

function alfa=bisezione(a,b)
% applica il metodo di bisezione per approssimare uno zero
% della funzione f(x) sull’intervallo [a,b] dove f(x) e’ una
% funzione predefinita tale che f(a)f(b)<O0
maxit = 100;
fa = f(a);
if faxf(b)>0
disp(’Dati inconsistenti’)
break
end
for k=1:maxit
c = (a+b)/2;
fc = f(c);
if fcxfa<=0
b = c;
else
a=c;
end
if b-a < eps#*min(abs(a),abs(b))
break
end
end
if k==maxit
disp(’attenzione: raggiunto il numero massimo di iterazioni’)
end
alfa=c;

Figura 2: Problema degli zeri in caso di incertezza numerica




derivabile con continuita si riesce a dare una approssimazione dell’intervallo di
incertezza sostituendo al grafico di f(x)+¢ e di f(x)—¢ la loro approssimazione
lineare data dalle rette con coefficinete angolare f’(a)) passanti rispettivamente
per (a,0) e (a,—9). Infatti & semplice verificare che le intersezioni di queste
rette con lasse delle z sono date da o — §/f'(a) e a4+ 6/ /().

L’intervallo

[Ck — L o+ L]
fla) " f(a)
fornisce 'approssimazione al primo ordine in § dell’intervallo di incertezza. In
queste condizioni di incertezza numerica dove la f(z) non puo essere nota in mo-
do esatto, l'obiettivo del calcolo consiste nel trovare un punto dentro 'intervallo
di incertezza. Il metodo di bisezione fa esattamente questo.

E interessante osservare che pil piccola in valore assoluto ¢ la derivata prima
f'(@) e tanto pitt ampio & l'intervallo di incertezza. In altri termini il reciproco
della derivata prima f’(«) fornisce una misura del condizionamento numerico
del problema del calcolo dello zero a di f(x). Intuitivamente, pit & orizzontale
il grafico della curva nel punto in cui interseca ’asse x e tanto pili ampia &
lintersezione della striscia di piano individuata da f(z) & § e I’asse delle z.

2 Metodi del punto fisso

Sebbene il metodo di bisezione sia efficace e robusto, non sempre ¢ adatto per il
calcolo numerico di zeri di funzioni. Infatti, il numero di passi che esso richiede
puo essere molto elevato e cio diventa un grosso inconveniente quando il costo
del calcolo del valore di f(z) & alto. In questo caso i metodi del punto fisso sono
piu efficaci.

I metodi del punto fisso si ottengono trasformando il problema f(x) = 0 del
calcolo di zeri di una funzione in un problema ”del punto fisso” del tipo

r=g(x)

che consiste nel trovare quei numeri « che sono trasformati dalla funzione g(x)
in sé stessi e per questo detti punti fissi di g(z).

La trasformazione da f(z) = 0 in = g(x) si pud ottenere in infiniti modi
diversi. Ad esempio, data una qualsiasi funzione h(z) # 0 si pud porre

9(x) =z — f(z)/h(z).

La formulazione data in termini di problema di punto fisso permette di gene-
rare in modo naturale una successione di punti che, se convergente, converge ad
un punto fisso di g(z) purché g(z) sia una funzione continua. Tale successione
¢ semplicemente data da

Tp+1 :g(mk)7 k:071727"'7 (1)
o € R



Ci riferiamo all’espressione come al metodo di punto fisso o metodo di
iterazione funzionale associato a g(x).
Se limy, 2, = ¢, nell’ipotesi di continuita di g(x) si ha

l= 1i]£nxk-+1 = 1i£ng(xk) = g(lilgn:ck) =g(?).

Cioe ¢ & un punto fisso di g(z).

Diventa quindi cruciale poter dare condizioni facilmente verificabili affinché
la successione generata {x} converga per zy in un intorno di «. Per questo
vale il seguente risultato che enunciamo e dimostriamo in una forma adatta ad
un approccio computazionale.

Teorema 1 (del punto fisso) Sia Z = [a — p,a + p] e g(z) € CH(Z), dove
a=g(a) e p>0. Sidenoti con X = max|,_q|<, |¢'(x)]. Se X <1 allora per
ogni xg € I, posto xxy1 = g(xk), k=0,1,..., vale

|xk - O“ < Akpa
per cui x € T e limy x = «. Inoltre a € 'unico punto fisso di g(x) in [a,b].

Dim. Si procede per induzione su k. Per k = 0, poiché xy € Z, vale
|zo — a| < p = pA%. Assumiamo che |z} — a| < Mp. Allora vale

T —a = g(ag) — g(o) = ¢' (&) (zk — @), &k — al <z —al.

Dove abbiamo usato il fatto che xp+1 = g(zr) e a = g(«), e abbiamo usato
il teorema del valor medio di Lagrange che & applicabile essendo z € Z per
ipotesi induttiva e « € Z. Poiché x, € T & anche & € T e si ha |¢/(&)] < A per
cui, per l'ipotesi induttiva vale

k1 — ol < 9" ()] |zr —a] S A-AFp= Ay,

Per I"unicita di « si procede per assurdo. Se 8 # « fosse un altro punto fisso in
[a, b], dalla relazione

a—p=gla)—g(B) =g'(€)(a-7)
si dedurrebbe che ¢'(£) = 1 il che & assurdo. O

Cosi come ¢ formulato il teoremanon sembra di utilita pratica. Infatti, gia
la conoscenza degli estremi o — p e a + p dell’intervallo Z in cui & definita g(x)
permette di calcolare il punto fisso o semplicemente prendendone la semisomma.
Nella pratica possiamo assumere di avere a disposizione un intervallo [a, b] a cui
appartiene « e di sapere che su tale intervallo |¢'(x)| < 1. Sotto queste ipotesi
siamo certi che con almeno una delle due scelte xg = a, £y = b la successione e
ben definita e converge al punto fisso «.. Infatti se o appartiene alla meta sinistra
dell’intervallo [a, b], il teorema vale con p = a — a sull’intevallo [ — p,a + p]
di cui a ¢ estremo sinistro. Se a appartiene alla meta destra di [a,b] allora



il teorema vale con p = b — « sull’intervallo [ — p,a 4 p] di cui b & estremo
destro. Dal punto di vista operativo basta scegliere a caso uno dei due estremi
e calcolare gli elementi della successione {z}. Se ¢’ convergenza il problema
¢ risolto. Se invece qualche ) cade fuori dell’intervallo [a, b] allora si arrestano
le iterazioni e si riparte con xy uguale all’altro estremo.

Si noti che, a differenza dei metodi iterativi per sistemi lineari in cui la
convergenza della successione generata vale per ogni scelta del punto iniziale,
per i metodi del punto fisso applicati a funzioni non lineari la convergenza vale
in un intorno opportuno del punto fisso a. Questo fatto si usa denotare con
I’espressione convergenza locale. Mentre col termine convergenza globale ci si
riferisce al fatto che le successioni generate convergono qualunque sia il punto
iniziale xg.

Nelle situazioni concrete in cui g(z) viene calcolata con l'aritmetica floating
point, il risultato fornito dal teoremanon vale pit. E pero possibile dimostrare
una versione equivalente valida per I'aritmetica floating point.

Teorema 2 Nelle ipotesi del teoremald] sia Ty la successione generata da
Try1 = 9(T) + Ok

dove |0| < & & Uerrore commesso nel calcolo di g(Zy) in aritmetica floating
point e & € una quantita nota a priori. Posto 0 =40/(1 —)\), se 0 < p risulta

lir—a|<(p—o)N\+0o

Dim. Si procede per induzione su k. Per k = 0 la diseguaglianza &
soddisfatta. Dimostriamo il passo induttivo. Vale

Trp1 —a = g(Tr) — gla) + 0 = ¢' (&) (T — @) + O,

dove [¢; — ] < |z — a|. Prendendo i valori assoluti e applicando l'ipotesi
induttiva si ha

|Zpa1 —af < Nip —a| +5<A(p— o)\ +0) +6

La tesi segue dal fatto che Ao+ = A5/(1 = \) + 0 =o. O

11 teorema@ci dice che la distanza di Z; dal punto fisso « ¢ limitato dalla
somma di due parti. La prima converge a zero in modo esponenziale su base
A. La seconda ¢ costante ed e data da o = §/(1 — \). Questa seconda parte
rappresenta l'intervallo di incertezza sotto il quale non & consentito andare. Si
osservi che per la funzione f(x) = z — g(x) che ha a come zero, l'intervallo
di incertezza ¢ dato al primo ordine da [a — §/|f' ()|, + &/|f'(a)]]. Cioe
essendo f'(z) =1— ¢'(x), se ¢’'(x) > 0, l'intervallo di incertezza ¢ contenuto in
[ —0,a+ o]

E utile ricordare dalla dimostrazione del teorema E' che

Tre1 — = g (&) (zr — ). (2)



Figura 3: Punto fisso non centrato nell’intervallo

Cio implica che se 0 < ¢'(z) < 1 nell’intervallo z € [a—p, a+ p| allora, zj41 —
ha lo stesso segno di x; — «. In altri termini, se 9 > « allora xp > « per
ogni valore di k, inoltre @ < xp41 < xg. Cioe la successione ¢ decrescente.
Analogamente se xy < « la successione {zj} € crescente.

Analogamente, nell’ipotesi —1 < ¢'(x) < 0, segue dalla che se xp, > «
allora zr11 < a, se xp, < « allora xp 1 > a. Cioe la successione generata ha un
comportamento alternato: le sottosuccessioni {zay} € {xog4+1} convergono, una
crescendo, 'altra decrescendo, al punto fisso a.

Questa osservazione permette di determinare il comportamento della conver-
genza mediante lo studio del segno della derivata di g(z). Un’altra osservazione
interessante ¢ che se [a, b] & un intervallo qualsiasi che contiene «, non necessa-
riamente centrato in a, e se g’(x) > 0 allora per ogni zy € [a, ] la successione
generata {zj} converge in modo monotono ad «. Mentre se ¢'(z) < 0 e se
[a,b] non & centrato in a puo accadere che per un particolare xg € [a, b] risulti
x1 & [a,b] anche se piu vicino ad « di zg. Per cui g(x) pud non esistere in
x1 0 possono non essere pit soddisfatte le ipotesi sulla derivata di g(z). Cio e
mostrato nella ﬁgura

E evidente quindi la necessita di mettere nelle ipotesi del teorema [l la
condizione [a,b] = [ — p, a + p).

Un’altra osservazione interessante € che, come risulta dalla dimostrazione del
teoremam la quantita & sta nell’intervallo aperto di estremi « e x. Cio implica
che se 2, — « allora & — « quindi il fattore di riduzione dell’errore |g'(&x)] si
avvicina sempre di piu al valore |¢'(«)|. Questo implica che se ¢'(«) = 0 allora
man mano che le iterazioni procedono, il fattore di riduzione dell’errore diventa
sempre piu vicino a zero. Cioe la convergenza e sempre piu rapida. Tra poco
formalizzeremo questa proprieta.

L’ultima osservazione che facciamo riguarda 'interpretazione grafica dei me-
todi del punto fisso. Il fatto che g1 = g(zx) ci permette di descrivere gra-
ficamente la costruzione della successione come riportato nelle figure @ che
mostrano il caso di una funzione g(x) crescente e di una decrescente in cui la
successione {zy} & rispettivamente monotona e alternata. Nelle figure sono ri-
portati i primi due passi dell’iterazione. Il terzo passo porterebbe ad un punto
difficilmente distinguibile da « nella risoluzione dello schermo o della stampante.

Un aspetto computazionalmente interessante dei metodi del punto fisso ri-
guarda le condizioni di arresto e la determinazione di limitazioni a posteriori del-
Ierrore. E abbastanza naturale per questo considerare la quantita, |xg — xps1] €
arrestare le iterazioni quando |xy — k41| < € per un valore di € fissato. Vediamo



y=x y=g(x)

X, x Xo

Figura 4: Convergenza monotona

y=

7 y=9g(x)

X4 a X X,

Figura 5: Convergenza alternata



ora come la quantita |z, — x| sia legata all’errore assoluto di approssimazione
xp — af. Vale

Th—Tpp1 = T —a— (Tpp1—a) = (wp—a) —g' (&) (zr—a) = (1-¢' (&) (2p —a),
per un opportuno & tale che | — of < [€x — a]. Da questo si ottiene

Tk — Tk41

/
1—g'(&k)
Quindi la condizione di arresto |xy — xg+1| < € ci fornisce la limitazione
superiore all’errore

|z — ol =

1

ool S e

E interessante osservare che se ¢’ () < 0 allora il denominatore nell’espres-

sione precedente &€ maggiore di 1 e quindi la condizione di arresto ci fornisce una

limitazione dell’errore significativa. Se invece ¢’(z) > 0 allora il denominatore &

minore di 1 e puo diventare arbitrariamente vicino a zero a seconda di quanto i

valori di ¢’(x) si avvicinano a 1. Quindi nel caso di ¢’(x) ”vicino” a 1 non solo

si ha convergenza lenta ma anche la limitazione a posteriori dell’errore ¢ poco

significativa nel senso che per avere un errore di approssimazione dell’ordine

della precisione di macchina occorre scegliere una condizione di arresto con un
valore di € molto piu piccolo.

3 Velocita di convergenza

Nella scelta di un metodo iterativo e cruciale avere informazioni sulla velocita
di convergenza delle successioni generate dal metodo. Per questo diamo prima
alcune definizioni sulla convergenza di successioni che applicheremo alle suc-
cessioni generate da metodi del punto fisso, e poi dimostriamo alcuni risultati
computazionalmente utili.

Definizione 1 Sia {z;} una successione tale che limy z; = «. Supponiamo

esista il limite

Tp+1 — &
T —a |

(3)

v = lilgn
La convergenza di {z;} a a & detta
e lineare (o geometrica) se 0 < vy < 1,
e sublineare se v =1,

e superlineare se v = 0.
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T — Q k
1/k | 108
1/2F | 54
122 | 6
Tabella 1

Nel caso di convergenza superlineare, se p > 1 & tale che esiste il limite

|[Trt1 — @ _

lim o, 0 <o <o,
ko |zp —alP
si dice che la successione converge con ordine p. Se p = 2 si dice che la

convergenza e quadratica, se p = 3 si dice che la convergenza & cubica.

Ad esempio, se v < 1, la successione z;, = v* ha convergenza lineare a zero.
La successione xj = ypk converge a zero in modo superlineare e ha ordine di
convergenza p. La successione xp = 1/k converge a zero in modo sublineare.
Per apprezzare meglio la differenza tra le velocita di convergenza, riportiamo
nella tabella il pitt piccolo indice k per cui il valore di |z — | & inferiore a
10716, avendo scelto y =0 = 1/2, p = 2.

Per successioni generate dal metodo del punto fisso & possibile determinare
la velocita di convergenza semplicemenete calcolando delle derivate come viene
mostrato nei seguenti teoremi.

Teorema 3 Sia g(z) € C'([a,b]) e a € (a,b) tale che g(a) = a. Se esiste un
xo € la,b] tale che la successione converge linearmente ad a con fattore vy
definito in allora |¢'(o)] = . Viceversa, se 0 < |¢'(a)| < 1 allora esiste un
intorno I di o contenuto in [a,b] tale che per ogni xo € T la successione {xy}
generata da converge ad o in modo lineare con fattore v = |g'(a)].

Dim. Se {z1} ¢ la successione definita da x541 = g(xx) che converge linear-
mente al punto fisso «a, allora vale (xp41—a)/(xr—a) = (9(ag) —g(a))/(zr —a),
e per il teorema del valor medio segue

Tp+1 — &

- = 9/(§k)a con |§k - al < \xk — a|.
T —

Per cui, poiché x; — «, anche &, — «. Risulta allora

T4l — &
T — &

, (4)

/ T
()] = lim

e quindi 0 < |¢’(a)| < 1. Viceversa, se 0 < |¢'(a)| < 1, poiché ¢’ & continua,
esiste un intorno [a — p,a + p] contenuto in [a,b] in cui |¢’'(x)] < 1. Per il
teorema del punto fisso, le successioni generate a partire da x( in questo intorno
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convergono ad « e per queste successioni vale ’analisi fatta per dimostrare
la prima parte per cui vale . Conseguentemente tutte queste successioni
convergono linearmente. O

Teorema 4 Sia g(z) € C'([a,b]) e a € (a,b) tale che g(a) = . Se esiste
un g € [a,b] tale che la successione converge sublinearmente ad o allora
|¢' ()] = 1. Viceversa, se |g'(a)| = 1, esiste un intorno T di o contenuto in
[a,b] tale che per ogni x € I, x # « & |g'(x)] < 1, e ¢'(x) non cambia segno su
T allora tutte le successioni {xy} generate da con xg € T convergono ad «
in modo sublineare.

Dim. La prima parte si dimostra nello stesso modo del teorema 3. Per la
seconda parte occorre dimostrare prima che le successioni generate a partire da
xo € Z convergono ad «. Fatto questo la dimostrazione segue ripercorrendo la
traccia data nel teorema Diamo un cenno di come si dimostra la convergen-
za. Si osserva innanzitutto che se xp € T allora |zr11 — o = |g(zx) — g(@)| =
l9"(&k)| |z — o] < |k — af poiché |¢'(&k)| < 1. Quindi anche zp+1 € Z. Questo
permette di dimostrare che tutti i punti x; appartengono ad Z e che la successio-
ne {|zr —a|} & decrescente. Se ¢’(x) > 0 sull’intervallo [a, b] allora la successione
{zx} & monotona e limitata quindi ha limite 3 tale che § = g(8). Se il limite
fosse § # « allora dalla relazione o — § = g(a) — g(8) = ¢'(§)(a — B) si ha un
assurdo poiché ¢'(€) < 1. Se invece ¢'(x) < 0 allora si considera G(z) = g(g(x))
e si osserva che zopi1o = G(2ak), Togt+1 = g(xor). La funzione G(z) & tale che
G(a) = a e G'(z) = ¢'(g9(x))g’ (x) > 0 Basta allora applicare il ragionamento
precedente alla funzione G(x) e concludere che limy, x9), = « e conseguentemente
limg, xop+1 = limy g(zor) = g(limg o) = g(@) = « per ogni xg € 7. O

Teorema 5 Sia g(z) € CP([a,b]) con p > 1 intero e o € (a,b) tale che g(a) =
a. Se esiste un xg € [a,b] tale che la successione converge superlinearmente
ad o con ordine di convergenza p, allora |¢g®) ()] = 0 perk =1,....p—1 e
g (a) # 0. Viceversa, se |[gF) ()] = 0 perk = 1,....p—1 e g®)(a) # 0
allora esiste un intorno I di « tale che per ogni xg € T tutte le successioni {xy}
generate da convergono ad o in modo superlineare con ordine di convergenza

p.

Dim. Se la successione {z}} converge ad « con ordine p allora limy, |z;11 —
al/|zx—alP = o # 0 finito. Per cuise 0 < ¢ < p allora limy, [xg41—a|/|zr—a|? =
0. Usando questo fatto dimostriamo che ¢(®(a) = 0 per ¢ = 1,...,p — 1.
Procediamo per induzione su q. La tesi ¢ vera per ¢ = 1 infatti abbiamo gia
dimostrato nei teoremi e che ¢'(a) = limg |zk4+1 — a|/|xx — @, che & zero.
In generale se 0 = ¢’(a) = --- = g{47 1) (), allora sviluppando g(z) in serie di
Taylor in un intorno di « si ottiene

T —a x—aQ)

OB

g(x) = g(a) +

12



dove £ e un punto del segmento aperto di estremi a e . Dall’ipotesi induttiva

segue

e e

Applicando questa espressione con x = x, dove £ viene sostituito da &, e
prendendo il limite in k, poiché &, converge ad « si ottiene g(Q)(a) = 0. Analo-
gamente, con ¢ = p, si deduce che

Tyl — Q

ﬁg(p)(a) = lilgn (;:f“)p =0 #0.

La dimostrazione della seconda implicazione ¢ piu semplice. Infatti dalla con-
vergenza superlineare della successione {zj} si deduce che ¢’(a) = 0 e per il
teorema del punto fisso esiste un intorno Z = [a — p, a + p] per cui tutte le suc-
cessioni generate a partire da xg € Z convergono ad «. Il fatto che le derivate di
g(x) in « sono nulle fino all'ordine p — 1, mentre g(®) () # 0, implica che nello
sviluppo in serie di g(x) risulta

Ponendo 2 = x, si ottiene (x4 1 —a)/(zp — )P = gP) (&) /p! da cui, prendendo
il limite in % si ottiene la tesi. t

Da questi risultati si ricava uno strumento utile per capire la velocita di
convergenza dei metodi del punto fisso se applicati a funzioni sufficientemente
regolari. In particolare, se siamo in grado di costruire un metodo iterativo
associato ad una funzione g(x) tale che ¢’(a) = 0 allora disponiamo di un
metodo che ha convergenza superlineare. Se poi g(x) & derivabile due volte con
continuita e g”(a) # 0 il metodo costruito avra convergenza quadratica. Come
vedremo tra poco non sara tanto difficile costruire un metodo che verifica la
condizione ¢’(c) = 0 anche se non si conosce a.

Apparentemente si potrebbe dedurre dai risultati precedenti che 1'ordine di
convergenza debba essere sempre un numero intero. Questo e falso come si puo
capire dall’esempio in cui g(z) = %3, Chiaramente o« = 0 & un punto fisso
di g(z), inoltre |xgi1|/|zk|P = |xi/3|/|xk|p per cui il limite limy, |xgy1|/|xk|P
finito e non nullo se e solo se p = 4/3. D’altro canto si vede che le ipotesi del
teorema5|non sono verificate essendo g € C* ma g & C2. Infatti ¢'(x) = %xl/?’,
g”(x) _ x—2/3.

In effetti la funzione g(z) non & abbastanza regolare: per poter applicare il
teorema avremmo dovuto avere o g € C? e g"(a) # 0, ma non ¢ questo il caso,
oppure, g € Ct e ¢'(a) # 0.

Nella definizione data di convergenza lineare, sublineare e superlineare, cosi
come nella definizione di ordine di convergenza, abbiamo assunto 'esistenza di
alcuni limiti che in generale possono non esistere. Non e difficile costruire degli
esempi in cui queste situazioni si presentano.

La seguente definizione puo essere talvolta utile
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Definizione 2 La successione {x}} converge ad « con ordine almeno p se esiste
una costante [ tale che

|Zk41 — af < Blzy —af’.

E facile dimostrare che una successione che converge con ordine ¢ > p
converge anche con ordine almeno p.

E interessante osservare che se una successione zj, converge ad « in modo
che l’errore relativo al passo k & limitato da

k
& = |7k — al/la] < ByP
allora il numero di cifre significative, dato da 1 + log, 6];1 ¢ tale che

1+logy e, > 141log, 57"+ ptlogyy ™!

Cioe il numero di cifre significative & dato dalla somma di una parte costante,
1+1log, 371 e una parte che ad ogni passo aumenta di un fattore moltiplicativo
p. In particolare, nel caso di p = 2, il numero di cifre corrispondente al secondo
addendo raddoppia ad ogni passo.

Per un metodo del punto fisso definito da una funzione g(x), diciamo che il
metodo ha convergenza superlineare con ordine p se tutte le successioni generate
a partire da xy in un opportuno intorno di «, xy # « convergono con ordine
p. I teoremi precedenti garantiscono che se la funzione g(x) ¢ sufficientemente
regolare allora si puo definire 'ordine del metodo. Se invece vogliamo costruire
un esempio di metodo iterativo in cui I'ordine di convergenza non & definibile,
dobbiamo considerare funzioni che difettano di regolarita quale ad esempio la

funzione 1
sr sex <0
oo ={ 5 NS

T sex >0

che ha punto fisso a = 0. Infatti, partendo con zy < 0 la convergenza e
lineare e monotona con fattore di convergenza v = 1/2. Se invece xo > 0 la
convergenza ¢ monotona superlineare di ordine 2.

Alcuni spunti di riflessione:

e Cosa si puo dire sulla convergenza delle successioni generate dalla funzione

(@) = —x sex <0
IT=1 =22 sex>0

per xg in un intorno di 07 Sono ancora applicabili le definizioni date?

e Si provi a considerare questa definizione alternativa: la successione {xy}
ha convergenza lineare con fattore 7 se limy |z — a|1/k = ~. Si osservi
che la quantita (|2 — a|/|zo — «|)*/* da la riduzione media dell’errore sui
primi k passi del metodo, dove la media considerata ¢ quella geometrica.
Infatti vale
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1/k 1/k
(e} (el el e )
2o — qf lzo —af |z1—al  |zk-1—q '

Si verifichi che questa definizione coincide con quella data precedentemen-
te nei casi in cui entrambe le definizioni sono applicabili. Si mostri un
esempio in cui la seconda definizione ¢ applicabile mentre la prima non lo
e.

¢ Si definisca convergenza di ordine p se limy, |z — a|1/pk = (B # 0. Si veri-
fichi che questa definizione coincide con quella data precedentemente nei
casi in cui entrambe le definizioni sono applicabili. Si mostri un esempio
in cui la seconda definizione ¢ applicabile mentre la prima non lo e.

e Se g(x) individua un metodo superlineare di ordine p, qual ¢ ordine di
convergenza del metodo dato dalla funzione go(x) = g(g(z))? E qual &
I'ordine del metodo dato dalla funzione gq(x) = g(g(--- g(x)---)), dove la
composizione viene fatta g volte? E se g(z) ha ordine di convergenza 1
con fattore v, qual ¢ il fattore del metodo associato a g4(z)?

3.1 Confronto tra metodi

Dati due metodi iterativi del punto fisso definiti da due funzioni g;(z) e go(x)
viene naturale chiedersi quale dei due sia pit conveniente da usare. I due fattori
principali che intervengono nella scelta sono la velocita di convergenza e il costo
per passo. Confrontiamo i due metodi ”alla pari”. Supponiamo cioé che siano
tutte e due a convergenza lineare o a convergenza superlineare. Denotiamo con
c1 e ¢co il numero delle operazioni aritmetiche per passo richieste dai due metodi.

Se i due metodi hanno convergenza lineare con fattore di convergenza ~y; e
7o allora la riduzione dell’errore commesso dopo k passi sara data rispettiva-
mente da B17F e B275. T due metodi produrranno la stessa riduzione dell’errore
rispettivamente con ki e ko passi se

Byt = Barh?.

Prendendo i logaritmi si ha che

k1logy1 = kalog s + log(B2/B1)-

In una analisi asintotica nel numero di passi, che ha significato pratico nel caso
si debba calcolare la soluzione con precisione elevata, si puo trascurare il termine
log(B2//1), e imporre la condizione

1
— I 0g 72 (5)

1= K2 .
log v1

Poiché il costo globale dei due metodi applicati rispettivamente con k1 e con
ko iterazioni ¢ dato rispettivamente da c1kq e coks, il primo metodo risulta piu
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conveniente se c1k; < coks. Quindi, per la cio accade se

¢ logm
— < .
C2 log Y2
Si procede in modo analogo nell’analisi del caso di convergenza superlineare.
Osserviamo prima che per la convergenza superlineare con ordine p l'errore al
passo k ¢ tale che e < Be}_;.
Questo conduce alla diseguaglianza

2 2 k—1 ok k
€ < BB _o < S BBPBY PP g =

dove n = =Y/ @~V 1 = ¢B/®P=1) ¢ dove si assume ¢, sufficientemente piccolo
in modo che r < 1.

Nel caso di due metodi con costanti 71,71 € 12,72, dove r1,7r9 < 1, e di costo
per passo c¢; e ca, per capire quali dei due e asintoticamente piut conveniente
occorre confrontare le quantita c1k; e coko dove stavolta ky e ko sono legate

dalla relazione
ky ko

7717”f1 = 7727"§72 :
Prendendo i logaritmi si ha
pr* logr = py? logra + log(nz/m).-

In una analisi asintotica nel numero di iterazioni possiamo trascurare la parte
additiva che non dipende né da k; né da ks e quindi imporre la condizione

p’fl logr, = p§2 log rs.
Cambiando segno e prendendo nuovamente i logaritmi si arriva a
kilogpr = ka log pa + log(logry !/ log 1Y),
che, sempre in una analisi asintotica puo essere sostituita da

—k log p2
= ko .
log p1

1

Per cui il primo metodo risulta asintoticamente piu efficiente del secondo se
c1k1 < caka = coky logpi/logpa, cioe se

c1 < log py .
C2 log p2

4 Alcuni metodi del punto fisso

Descriviamo ed analizziamo alcuni metodi del punto fisso per I’approssimazione
numerica degli zeri di una funzione
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Figura 6: Metodo delle secanti

4.1 1l metodo delle secanti

Sia f(z) € C*([a,b]) e a € [a,b] tale che f(a) = 0. Il metodo definito dalla

funzione
g(z) =z — f(x)/m

dove m & una opportuna costante & detto metodo delle secanti. Graficamente
questo metodo consiste nel tracciare la retta passante per il punto (zy, f(x))
di coefficiente angolare m e considerare come xy1 'ascissa del suo punto di
intersezione con l’asse delle ascisse. La figura @Imostra questa interpretazione
geometrica.

Si osserva che ¢'(z) = 1 — f/(x)/m. Quindi una condizione sufficiente di
convergenza & che |1 — f'(z)/m| < 1 in un intorno circolare di a. Questa
condizione ¢ verificata se 0 < f’(z)/m < 2. Basta quindi scegliere m in modo
che abbia lo stesso segno di f'(z) e |m| > 1| f/(x)|. In particolare, se f’(c) fosse
nota, la scelta m = f’(a) darebbe una convergenza superlineare. Ma questa
informazione molto raramente ¢ disponibile.

Ad esempio, se f(z) = 22 — 2, di modo che a = /2 & zero di f(x), la
condizione da rispettare ¢ 0 < z/m < 1. Scegliendo ad esempio m = 4, la
condizione viene verificata sull’intervallo (0,4). Inoltre, poiché f'(z) = 2z, la
derivata prima di g(z) = x — f(z)/m vale 1 —2z/m = 1 — x/2 ed & positiva
e minore di 1 sull’intervallo (0,2). Allora per ogni o compreso tra 0 e 2 la
successione del punto fisso generata da xy41 = xy — (3 —2)/4 converge in modo
monotono ad a. La convergenza ¢ lineare con fattore v = 1 —+/2/2 = 0.29289...
Scegliendo m = 3, la ¢'(x) & positiva e minore di 1 in (0,3/2). Tale intervallo
contiene /2 visto che 9/4 > 2. Per cui, la successione generata da xp41 =
zy, — (22 — 2)/3 converge in modo monotono per ogni scelta di zo € (0,3/2).
Inoltre la convergenza ¢ lineare con fattore di convergenza 1—2v/2/3 = 0.05719...

La tabellamostra I’andamento delle successioni generate con m = 4, e con
m = 3 a partire da o = 3/2. La maggior velocita di convergenza della seconda
successione a v/2 = 1.41421356237310... & evidente.
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m=4

m=3

1.43750000000000

1.41666666666667

1.42089843750000

1.41435185185185

1.41616034507751

1.41422146490626

1.41478281433500

1.41421401430572

QY | W DN |

1.41438021140058

1.41421358821949

Tabella 2: Approssimazioni di v/2 ottenute col metodo delle secanti

Figura 7: Metodo delle tangenti

4.2 Il metodo delle tangenti di Newton

Una naturale modifica del metodo delle secanti consiste nel variare ad ogni pas-
so 'inclinazione m della retta passante per (z, f(zr)) la cui intersezione con
I’asse delle x ci fornisce x41. Il modo piu semplice di fare cio si ottiene sce-
gliendo come inclinazione quella della retta tangente al grafico di f(z) nel punto
(zk, f(z)). Questo richiede che la funzione f(x) sia derivabile. L’espressione
che troviamo in questo modo, data da

f(zx)

Tp+1 = T — f/(xk)

L k=0,1,..., (6)

definisce il metodo di Newton detto anche metodo delle tangenti.

La ﬁgura mostra 'interpretazione geometrica del metodo di Newton.

Giusto per vedere la differenza della velocita di convergenza della successione
generata, riportiamo nella tabella i valori ottenuti col metodo di Newton
applicato alla funzione z2 — 2 a partire da z¢ = 3/2

Se la funzione f(x) & sufficientemente regolare allora & possibile dimostrare
facilmente le proprieta di convergenza del metodo di Newton. Ad esempio,
supponiamo che f(z) sia almeno di classe C* con f'(a) # 0, di modo che la
funzione

f(x)

[

g(z) =z
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Tk
1.41666666666667
1.41421568627451
1.41421356237469
1.41421356237310

S| N =

Tabella 3: Approssimazioni di v/2 ottenute col metodo delle tangenti

sia di classe C2. Allora, poiché

1 1" " 1 2
o) = f(l‘l)f gl‘)7 §"(z) = f/(x) n f(wgf 2(93) N 2f(x)/f (3@)
f(z) f'(x) f'(x) f'(x)

risulta ¢'(«) = 0, ¢" () = f"(«)/f'(c). Per cui, per il teorema il metodo di
Newton ha convergenza superlineare che & di ordine 2 se f”(a) # 0, mentre &
di ordine almeno 2 se f"'(«) = 0.

Possiamo pero dare risultati di convergenza sotto ipotesi piu deboli di rego-
larita.

Teorema 6 Sia f(x) € C?([a,b]) e a € (a,b) tale che f(a) =0. Se f'(a) #0
esiste un intorno I = [a—p, a+p| C [a, b] tale che per ogni xoy € T la successione
@ generata dal metodo di Newton converge ad «. Inoltre, se f"(a) # 0 la
convergenza € superlineare di ordine 2, se f"”(a) = 0 la convergenza é di ordine
almeno 2.

Dim. Poiché ¢'(x) = f(x)f"(x)/(f'(x))? risulta ¢'(a) = 0. Per cui, essendo
¢'(x) continua, esiste un intorno Z = [a — p,« + p| C [a,b] per cui |¢'(z)| <
1 se x € Z. Per il teorema del punto fisso questo garantisce la convergenza
delle successioni generate a partire da x¢p € Z. Per dimostrare la convergenza
quadratica si considera il rapporto

Tpr1 —a  wp — flog)/f(zr) — (7)

(z — @)? (z — @)?

Sviluppando f(z) in un intorno di xj si ha che

(a —xp)?

0= f(a) = flzr) + (@ —z) f' (zr) + 5

F" (&), lov = &k| < | — zp],

e (0 — 2" (&)
/ s oy X T) T \SE)
flxR)/ [ (xg) =2 — 3 (o)
Sostituendo nella si ottiene
Ter1 — o (a— @) " (&)
(xr —a)?  2(zp — ) f'(z)

da cui limg (211 — @) /(2 — a)? = f(a)/(2f'(c)), che dimostra la tesi. O
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Teorema 7 Sia f(x) € CP([a,b]) conp > 2 e a € (a,b) tale che f(a) =0. Se
flla) == fP=U(a) =0, fP(a) #0, e f'(x) #0 per x # a, allora esiste
un intorno I = [a — p,a+ p] C [a,b] in cui f'(x) #0 per x € Z, x # «, e tale
che per ogni xo € I la successione generata dal metodo di Newton converge
ad o, inoltre o & l'unico zero di f(x) in Z. La convergenza é lineare con fattore
di convergenza 1 — 1/p.

Dim. Poiché f(z) € CP([a,b]) allora f'(z) € CP~Y([a,b]) per cui si puod
sviluppare f'(z) in serie, in un intorno di a ed essendo f®)(a) = 0 per i =
1,...,p—1siha

") = 1 7 — )P 1£®)
) = oy 0

con ¢ appartenente all’intervallo aperto di estremi o e x. Questo implica che
f'(x) # 0 in un intorno di a in cui f®)(x) # 0 che esiste essendo f®)(a) # 0.
Quindi il metodo di Newton & ben definito in questo intorno e la funzione g(x)
che lo definisce ¢ data da
@ ser=a
9@y =9 f@)
frx)
Dimostriamo che g(x) & di classe C! in un intorno di « e che |¢’'(a)] < 1 in
modo che la tesi discende dal teorema [Il Dimostriamo nell’ordine la continuita
di g(z) in a, la derivabilitd in « e la continuita di ¢'(z) in a. Essendo f'(x) # 0
per x # «, la funzione g(z) ¢ continua per z # «. Per la continuita di g(x) su
tutto 'intervallo basta dimostrare che lim,_,,, g(z) = «, o0 equivalentemente che
lim, o f(z)/f'(x) = 0. Per la regola di de L’Hépital vale lim,_,,, f(z)/f'(z) =
lim, o @7V (2)/f®)(z) = fD(a)/fP)(a) = 0. Per la derivabilita di g(x)
in a basta dimostrare che esiste limp,_,0(g(a+h) — g(a))/h. Per la definizione di
g(x) si halimp0(g(a+h)—g(a))/h =1—L dove £ = limp_,o f(a+h)/(hf' (a+
h)). Dagli sviluppi in serie di f(a+ h) e f'(a+ h)

se T # a.

Fla+h) =f(@) + hf'(@) + ...+ o () 4 2 ) )

(p—1)! ! ®)
/ gl 7 hp_2 p—1 hp_l P
floth) =f(@) +hf"(@) .4 o f 7V (@) + g5 /P ),

dove £, n appartengono all’intervallo aperto di estremi « e a+ h, si ottiene f(a+

P p—1 . . P /pl (p)
h) = %f(p)(g)v fa+h) = (Zq)If(p)(n)- Per cui £ = limj W@DI;(TE%-

Poiché &, — « per © — a e fP)(z) & continua, allora £ = 1/p per cui g(z)
¢ derivabile in « e vale ¢'(a) =1 —£¢ =1 —1/p. Per dimostrare la continuita
di ¢'(z) basta dimostrare che lim,_,, ¢'(x) =1 — 1/p. Per z # « vale ¢'(x) =
f(x)f"(x)/(f'(x))? da cui, utilizzando gli sviluppi in serie conz=a+he
quello di f”(z)

hp=3

(@) =)+ (@ —a)["(a) + ...+ S @)+

(r—3) (p—2)!
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con u nell’intervallo aperto di estremi z e o, si ha lim, . ¢'(x) =1—1/p. O

Un altro utile risultato sulla convergenza delle successioni generate dal meto-
do di Newton riguarda la monotonia. Se la funzione f(x) & crescente e convessa
sull’intervallo Z = [a, e + p], con p > 0, allora per ogni z¢ € Z, la retta tangente
al grafico della funzione giace tutta sotto il grafico per la convessita di f(x).
Per cui il punto x7 deve necessariamente stare a destra di . Non solo, ma il
fatto che la f(z) sia crescente implica che x; deve stare a sinistra di zy. Queste
considerazioni ci portano a concludere, mediante un argomento di induzione,
che la successione generata dal metodo di Newton converge decrescendo ad a.
Dimostriamo questa proprieta in modo analitico sotto ipotesi pit1 generali.

Teorema 8 Se la funzione f(x) ¢ di classe C? sull’intervallo T = [a,a + p]
ed ¢ tale che f'(z)f"(x) > 0 per x € Z, allora per ogni xg € I, la successione
generata dal metodo di Newton applicato ad f(x) converge decrescendo ad a.

Dim. Si supponga f'(x) > 0, il caso f'(x) < 0 si tratta in modo analogo. In
questo caso ¢ f(z) > 0 per z > «, per cui f(z)/f'(x) > 0. Risulta quindi
z1 < zo. Inoltre vale z1 — a = ¢'(§)(xo — @) con o < & < xg. Poiché ¢'(§) =
FEF(E)/F(€)? si ha ¢'(€) > 0, quindi 7 > a. Cid permette di dimostrare
induttivamente che x; converge decrescendo a «. O

Un risultato analogo vale su intervalli del tipo [a — p, a].

5 Applicazioni del metodo di Newton

Una semplice ed efficace applicazione del metodo di Newton riguarda il calcolo
del reciproco di un numero da svolgere con sole addizioni e moltiplicazioni.
Nella realizzazione di una aritmetica floating point si incontra il seguen-
te problema: dato un numero di macchina a, vogliamo calcolare il numero di
macchina che meglio approssima 1/a. Possiamo assumere senza perdere di ge-
neralitd che a sia la mantissa del numero, cioé 1/2 < a < 1. Si pone allora
f(x) =a — 1/x che si annulla in & = 1/a e si considera il metodo di Newton:

2
Tpt1 = 22 — TRQ 9)
si verifica immediatamente che

(o = @pp)/a = ((a — 2x) /). (10)

Cioe l’errore relativo di approssimazione viene elevato a quadrato ad ogni passo.
Se si sceglie xg = 3/2, Derrore relativo iniziale & |3/2 — a|/a < 1/2 per cui dopo
soli 6 passi, si ottiene un errore relativo limitato da 2-2° = 2764 Tutte le 53
cifre della rappresentazione in doppia precisione sono corrette.

La tabellamostra i valori che si ottengono per a = 4/3. Si puod apprezzare
la proprieta che ad ogni passo viene raddoppiato il numero di cifre significative
dell’approssimazione.
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Ty
1.31250000000000
1.33300781250000
1.33333325386047
1.33333333333333

S| N =

Tabella 4: Calcolo di 4/3 col metodo di Newton senza svolgere divisioni

Un’altra utile applicazione riguarda il calcolo della radice p-esima di un nu-
mero di macchina a. Ancora possiamo supporre a € [1/2,1]. consideriamo per
semplicitd p = 2. Applicando il metodo di Newton alla funzione z? — a per

calcolare a = \/a, si ottiene la successione

x% +a
2:L'k

Tk41 =

generata dalla funzione g(x) = (z%+a)/2z. Poiché f”(a) # 0 il metodo converge
con ordine 2.

Applicando il metodo di Newton alla funzione z72 — a~!, si ottiene la
successione

1
Tp1 = 5(3xk —a3b), b=a"",

che, una volta calcolato b = a~! non comporta divisioni. Anche in questo caso

I’ordine di convergenza del metodo ¢ 2.
Per calcolare la radice p-esima possiamo applicare il metodo di Newton a
una delle seguenti equazioni

fol@) = (@ — )21 =0

con ¢ = 0,1,...,p. Si scriva la funzione g,(x) corrispondente e si studi la
convergenza.

5.1 Metodo di Newton nel campo complesso

Il metodo di Newton ¢ formalmente definito anche per funzioni di variabile
complessa purché derivabili, indipendentemente dal fatto che la interpretazione
geometrica di metodo delle tangenti viene a mancare. Ad esempio, per un poli-
nomio quale f(z) = 23 — 1 l'espressione g(z) = z — (23 — 1)/(32?), ottenuta dal
metodo di Newton, ha ancora valore per valori complessi di . La dimostrazione
dei teoremi di convergenza che abbiamo dato non e piu valida visto che si basa
su risultati dell’analisi di funzioni di variabile reale. Pero e ancora possibile
dimostrare le buone proprieta di convergenza superlineare.

Sia allora f(z) = (¢ — a)¢(z) un polinomio con uno zero « in generale
complesso e semplice, cioé tale che il polinomio quoziente ¢(z) non si annulla
in « e inoltre ¢'(«) # 0. Scriviamo la funzione g(z) che definisce il metodo di
Newton applicato a f(x):
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Vale allora

—Ck:(E—OZ2 Q/(m) ':.’E—OZ2S£L'
(o) 0 = (0 —0) e s = (a — a)s(a)

Poiché g(«) # 0, la funzione razionale s(x) & definita in « e, per ragioni di
continuita, esiste un intorno U di « nel piano complesso in cui |s(x)| < S per S
costante positiva. Per cui, per x € U vale

l9(z) = af < Blz —af*.

Questo implica che |zx11 —a| < Blzr —al?, dove x4 1 = g(x)) & la successio-
ne generata dal metodo di Newton a partire da un z( sufficientemente vicino ad
a, e quindi la convergenza almeno quadratica a zero della successione |z — «f.
Se poi risulta ¢'(a) = 0 allora la convergenza diventa di ordine superiore. La
possibilita di definire i metodi del punto fisso anche per valori complessi di x ci
porta a introdurre il concetto di bacino di attrazione.

5.2 Bacini di attrazione del metodo di Newton

Per capire la dinamica delle successioni generate dai metodi del punto fisso
applicati ad esempio con una funzione g(x) che ha dei punti fissi anche nel
campo complesso, al variare di g € C, & conveniente andare a tracciare i bacini
di attrazione.

Supponiamo ad esempio di applicare il metodo di Newton al polinomio 3 —1
che ha tre radici nel campo complesso & = 1, & = —1/2+1iv/3/2, &3 = —1/2—
i\/§/2, dove i & 'unita immaginaria tale che i2 = —1. Abbiamo literazione

1 = o — (¢} —1)/(327).

Supponiamo di realizzare idealmente questo procedimento di colorazione dei
punti del piano complesso:

e per un valore dell’intero n fissato, ad esempio n = 400, considero i nu-
meri complessi 2z ; = 2k/n +2ij/n, con k,j = —n,...,n. Questi punti
ricoprono il quadrato del piano complesso centrato in 0 e di semilato 2.

e Per k,j = —n,...,n, applichiamo il metodo di Newton con zg = z;
(saltando zg o che ¢ nullo).

e Se la convergenza avviene verso &; coloriamo il punto di partenza di rosso;
se la convergenza avviene verso & coloriamo il punto di partenza di blu;
se si ha convergenza a &3 si colora di verde.

e Se non si ha convergenza si colora il punto di partenza di nero.
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Figura 8: Bacini di attrazione del metodo di Newton applicato alla funzione
3
r° —1

In questo modo nel reticolo di punti scelti abbiamo evidenziato quelli che
sono i bacini di attrazione verso le tre radici. Gli insiemi che si ottengono i
questo modo sono molto informativi e anche suggestivi da un punto di vista
estetico. L’immagine che si ottiene ¢ riportata nella figura[g]

La colorazione la possiamo fare anche in modo piti 0 meno intenso a seconda
del numero di passi che sono stati sufficienti per entrare in un intorno fissato
di ciascuna radice. E possibile usare colorazioni di fantasia, legate comunque
al numero di passi impiegati per entrare in un assegnato intorno dello zero, che
danno figure piu suggestive. Qui sotto sono riportati alcuni di questi disegni.

5.3 Applicazioni in contesti non numerici

Il metodo di Newton puo essere efficacemente usato anche in contesti non
numerici. Ad esempio, consideriamo il seguente problema computazionale.
Dati i coefficienti del polinomio a(t) di grado m tale che a(0) # 0, e dato un
intero n > 0, calcolare i coefficienti del polinomio z(¢) di grado al pitt n — 1 tale
che a(t)z(t) = 1 mod t".
Si consideri allora l'iterazione @) riscritta sull’anello dei polinomi di grado
al pit n — 1 con le operazioni modulo t":

Ty1(t) = 221 (t) — azg(t)® mod t"
zo(t) = 1/a(0)

Si verifica facilmente che zg(t)a(t) —1 = 0 mod ¢. Inoltre, come gia visto in

, vale
1— zp(Ba(t) = (1 — ze(D)a(t))?
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Figura 9: Bacini di attrazione per il metodo di Newton applicato alla funzione
23 — 1, con colorazione di fantasia legata al numero di passi impiegati.

Figura 10: Bacini di attrazione per il metodo di Newton applicato alla funzione
22 — 1/z, con colorazione di fantasia legata al numero di passi impiegati.



Figura 11: Bacini di attrazione per il metodo di Newton applicato alla funzione
1 —1/23, con colorazione di fantasia legata al numero di passi impiegati.

da cui si deduce induttivamente che
1 — 21 (t)at) = 0 mod 2.

In altri termini, il polinomio xy(t) ha i primi 2* coefficienti che coincidono
con quelli della soluzione cercata. Cioe ad ogni passo il numero dei coefficienti
corretti del polinomio x(t) raddoppia. Per avere n coefficienti corretti bastano
quindi [log, n] passi.

Un risultato analogo lo incontriamo nel calcolo di funzioni di polinomi mo-
dulo t™ che si possono scrivere come zeri di funzioni, quali ad esempio la radice
p-esima modulo t":

z(t)? — a(t) = 0 mod t".

Situazioni analoghe si incontrano quando si deve risolvere una equazione
sull’anello Z,». Ad esempio, vogliamo calcolare un intero x tale che 3z =
1 mod 532. Sappiamo che 2y = 2 soddisfa 329 = 1 mod 5. Applicando I'itera-
zione

Tht1 = 2T) — 33:%. mod 52"

si ottengono dei valori tali che 3z = 1 mod 52" per cui x5 € la soluzione del
nostro problema. I valori ottenuti degli x; sono riportati nella tabella

6 Il caso dei polinomi

Approssimare gli zeri di polinomi in modo efficiente ha un interesse teorico
in sé ma ¢ anche importante per le applicazioni. Infatti, mediante i metodi
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Tk
2
17
417
260417
101725260417
15522042910257975260417

Y| W N = O

Tabella 5

dell’algebra computazionale, si puo sempre ricondurre il calcolo delle soluzioni
di un sistema di equazioni algebriche al calcolo di tutte le radici di un opportuno
polinomio. Una di queste tecniche usa lo strumento delle basi di Groebner,

Esiste una letteratura molto ampia riguardo ai metodi per 'approssimazione
degli zeri reali e complessi di un polinomio. Numerosi metodi basati su tecniche
del punto fisso e su altri approcci diversi sono stati introdotti ed analizzati.
Riportiamo uno dei metodi della classe dei metodi di iterazione simultanea che
¢ particolarmente efficiente ed ¢ stato usato per la realizzazione del pacchetto
MPSolve, MPSolve ¢ un software efficiente che permette di calcolare un numero
arbitrario di cifre di polinomi di grado arbitrario con coefficienti arbitrari.

Supponiamo di avere un polinomio p(z) di grado n, monico, ciog¢ in cui il
coefficiente di z™ & 1, di cui conosciamo ”buone” approssimazioni 1, ..., Tn,_1
di n — 1 zeri. Per calcolare lo zero mancante applichiamo il metodo di Newton
alla funzione razionale

p(z)
f(l‘) = 1 .
[[[= (@ —z5)
Seivaloriz;, j =1,...,n—1 coincidessero esattamente con gli zeri &1, ...,&,—1

di p(z), allora la funzione f(z) sarebbe z — &, e quindi il metodo di Newton
fornirebbe la soluzione in un solo passo qualunque sia il punto iniziale. In
generale, ¢ facile verificare che il metodo di Newton applicato a f(z) & dato
dalla funzione

p(x)/p'(x)

1 _ @) En—l 1

p’(x) j=1 z—ux;

g(@) =z —

Il metodo di Ehrlich-Aberth usa questo fatto per approssimare simultanea-
mente tutti gli zeri di p(x). Il metodo funziona in questo modo

(0)

e si scelgono n approssimazioni iniziali z; 7, j = 1,...,n degli zeri di p(x).
Generalmente si pone

2 = cos(2(j + 1/2)w/n) + isin(2(j + 1/2)7/n)
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e per k=1,...,knqe sicalcola

(k) 701 .(K)
€T T
2+ — g0 Z(Jk()z )/P (i) =1
_op(=) Zﬁ o 1
p’(zgk)) Jj=1, j#1i ng)*z_g’k)
e le iterazioni si arrestano se |x§k+1) - xgk)\ <eperi=1,...,n.

Si puo dimostrare che se lo zero &; & semplice allora la sequenza xE ) con-

verge con ordine 3 a &; dopo aver riordinato in modo opportuno le componenti

z{F) 2. La conver i multipli i li te. N ist
1T genza a zeri multipli avviene linearmente. Non esistono

risultati di convergenza globale ma non si conoscono esempi in cui la successione

non converge per una scelta dei punti iniziali in un insieme di misura non nulla.

7 Esercizi

Esercizio 1 Siano a,b € R, b > a, e sia g(z) € C'[a, b] tale che g(a) = a con
a € [a,b]. Inoltre vale 1/3 < ¢'(x) < 1/2 per ogni x € [a, b].

a) Si dimostri che per ogni zg € [a, b] la successione {x;};cn definita da x; 1 =
g(z;) converge ad « in modo monotono e si determini un intero k tale che
|z, — | < (b—a)107°, Vo € [a, b].

b) Per “accelerare” la convergenza della successione {x;};en si consideri la suc-
cessione {y;}ien cosi costruita y;r1 = y; + 0(9(y;) — v:), dove yo € [a,b]. Si
determinino i valori di 8 per cui la successione {y; };en € convergente e si ana-
lizzi la velocita di convergenza.

¢) E possibile determinare un valore ottimo di 6 per cui ogni {y; }ien ha conver-
genza piu rapida di ogni {z; }ien se zo = yo?

Esercizio 2 Si considerino le successioni {x; };en generate a partire da zop € R
dalla relazione z; 1 = g(x;) dove

2
2
:c—l— sex?—2>0

x
l4+z—32% sea®—2<0

g(z) =

Si dica per quali valori di xg la successione generata e convergente e se ne
determini il limite. Si determini inoltre l'ordine di convergenza e si dica per
quali valori di z( la convergenza & monotona.
w2+2

2x
g2(z) = 142 — 222, Si osserva che g1(z) = 2 se a2 = £v2, e go(2) = = se
a9 = +1/2, dunque i punti fissi di g(z) sono Qa9 = +/2.

Studiamo le derivate di g1(z) e g2(z). Vale

Soluzione. Cerchiamo intanto i punti fissi di g(z). Siano gi(z) =

1

1
91(35) = 9 g2 g3(z) =1—w.
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1Y e A ]

Figura 12: Funzione g(z) dell’Esercizio 2

Dunque g} (a12) =0, ghlar) =1 —+/2, gh(az) = 1+ /2. Si osserva inoltre che

0<gi(z)< =, seax?—-2>0

N | =

92(96)>a:, se ag < x <
gh(z) <0, sel<z<V2

Dunque la funzione g(x) & continua in R, ma derivabile solamente in R\ {4+/2},
e quindi non possiamo applicare i risultati di convergenza validi per funzioni di
classe C! in un intorno del punto fisso. Il grafico della funzione & riportato in
Figura

Studiamo la convergenza per diversi punti iniziali xg.

Supponiamo sia xg > a;. Allora

x1 — a1 = gi(wo) — g1(a1) = g1 (&) (zo — a1)

per un opportuno & compreso tra xg e aq, dunque tale che € > «7. In particolare
0<gi(§ < %, quindi 1 —a1 > 0ex —a; < %(1‘0 — a1). Induttivamente,
possiamo dimostrare che, se g > «aq, allora

1" .
a1 < Tig1 < T, xia1<(2> (xo — 1), ©>0,
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quindi {z;} converge in modo monotono decrescente a ;. Riguardo la velocita
di convergenza si ha,

2
242
Cmi—an g V2 (@ 2-2vEe)/(a) 1 1
lim ————= = lim = = lim =lim — = ——,
i (2, — o) i (x; — \/5)2 i (x; — \/5)2 i 2z 22
quindi la convergenza & quadratica.
Supponiamo ora xg < ag. Procedendo come nel caso xg > ai, si dimostra
induttivamente che

1
Ty < Tip1 < Qg, Qg —T; < (

2) (Oég —170), ) Z O,

quindi {z;} converge in modo monotono crescente a «y. Analogamente, si
dimostra che la convergenza ¢ quadratica.
Supponiamo ora 1 < zg < ay. Allora

x1 — oy = ga(wo) — gaar) = g5(&)(wo — 1)

per un opportuno £ compreso tra zg e a1, dunque tale che 1 < £ < a3. In
particolare g5(§) < 0, quindi 7 — a; > 0. Dunque z; puo essere visto come il
valore iniziale della successione ottenuta a partire da un punto maggiore di aj,
e si applicano le considerazioni fatte nel caso x¢p > ;. Dunque la successione
{z;} converge a o in modo monotono decrescente per i > 1, e la convergenza
& quadratica.

Supponiamo ora as < xg < 1. Poiché in questo intervallo aperto & g(z) > z,
si ha che x;41 > x; fintanto che x¢p < z; < 1. La successione ¢ quindi crescente
finché rimane in (x, 1). La successione non puo essere contenuta tutta in (xg, 1)
poiché in tal caso essendo crescente e limitata dall’alto dovrebbe avere limite
nell’intervallo. Per la continuita di g(z) questo limite dovrebbe essere un punto
fisso di g(z). Ma g(z) non ha punti fissi in [z, 1]. Ci sara quindi un valore i
di ¢ per cui z; > 1. Ci ritroviamo quindi in uno dei due casi precedenti per cui
risulta z;, ; > a1 quindi per ¢ > i+ 1 la successione converge in modo quadratico
e decrescendo a .

Si osservi che scegliendo g razionale non pud accadere che per un certo 4
sia x; = oy essendo o irrazionale.

Esercizio 3 a) Si determini nell’insieme dei polinomi di grado al pit 3 con coef-
ficienti razionali un polinomio g(z) tale che la successione generata da xp11 =
g(zk) a partire da z( in un intorno di /3 converga a v/3 con massimo ordine di
convergenza.

b) Nell'insieme di funzioni del tipo az~! + b + cx con a,b,c razionali si
determini una funzione h(x) tale che la successione generata da yr+1 = h(yx)
a partire da yo in un intorno di v/3 converga a /3 con massimo ordine di
convergenza.

¢) Se xp = yo ¢ tale che le successioni {x;}; e {y;}; convergono a /3, si dica

zi*\/g
yi — V3|

quale delle due successioni converge pitt velocemente valutando lim,,
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d) Si assuma che nel punto a) i polinomi abbiano grado al pitt 2 e coefficienti
del tipo p/q con p,q interi di modulo minore di 10. Si individui il polinomio
g(z) per cui la successione generata abbia massima velocita di convergenza.

Soluzione.

a) Sia g(x) = a + bx + ca? + da®, con a,b,c,d € Q. La condizione g(v/3) = v/3
diventa a + v/3b + 3¢ + 3v/3d = /3. Dunque, uguagliando le parti razionali e
non in entrambi i membri, si ottiene a +3c =0, b+ 3d = 1.

Se ¢'(v/3) = 0, il metodo converge localmente e la convergenza & almeno
quadratica. Poiché ¢'(z) = b+ 2cx + 3dz?, uguagliando i termini razionali e non
in entrambi i membri dell’equazione ¢’(v/3) = 0, si ottiene b+9d =0 e ¢ = 0.

Il sistema lineare definito dalle equazioni a +3c=0,b+3d=1,b+9d =0
e ¢ = 0 ha un’unica soluzione, data da a =0, b = %, c=0,d= —%.

Dunque esiste un unico polinomio g(x) di grado al pitt 3 con coefficienti ra-
zionali tale che la successione converga a v/3 con massimo ordine di convergenza.

La convergenza & quadratica perché ¢”(v/3) = —v/3 # 0.
b) Sia h(x) = az~! +b+cx. La condizione h(v/3) = /3 diventa a? +b+ceV3 =
V3. Dunque, uguagliando le parti razionali e non in entrambi i membri, si
ottiene b = 0, %a +c=1.

Se h/(v/3) = 0, il metodo converge localmente e la convergenza ¢ almeno
quadratica. Poiché h'(z) = —az~2 + ¢, si ottiene h/(v/3) = —ta + ¢ =0.

Il sistema lineare definito dalle equazioni %a +c=1ce —%a +c¢ =0 ha
un’unica soluzione data da a = %, c= %

Poiché h'(v/3) # 0, con questi coefficienti il metodo ha convergenza quadra-
tica, ed e I'unico a velocita di convergenza massima.
¢) Usando lo sviluppo in serie si ha z; — V3 = (2,21 — V3)23¢" (&), i — V3 =
(yi—1— \/?:)Q%h”(m), con &; e 1; opportuni valori negli intervalli aperti di estremi

rispettivamente v/3, x;, e v/3, y;. Quindi

yi — V3 (yi—l - \/§>2 h"(&—1)

T; — \/g Tiq — \/?: g”(m—l)'

Posto d; = % ey = %7 si ha allora d;41 = d?%, dop = 1. Da cui

i—1
di = Yic1Vi—2 %

Poiché |¢"(v/3)| = v/3 mentre |1 (v/3)| = 1/V/3, ¢ |0 (v/3)/9"(v/3)| = 1/3. Per
cui per £, 7 in un intorno opportuno di v/3 vale |h”(v/3)/g"(v/3)] < X < 1.
Quindi per xy = yg in tale intorno risulta 0 < ~; < 1 per cui

yi_\/g
-Ti*\/g

i—1
< )\1+2+"-+2

yi—V3
Z; —\/g
successione x;.

cioe lim;

‘ = 0. La successione y; converge allora pit velocemente della
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d) Sia g(x) = a + bz + cx®. La condizione g(v/3) = /3, con a,b,c € Q,
¢ equivalente a b = 1 e a + 3¢ = 0. Poiché g'(\/g) = b+ 2V/3¢, affinché
sia ¢’(v/3) = 0, dovrei avere b = 0 e ¢ = 0, dunque non esistono coefficienti
a,b,c € Q tali che la successione ha convergenza locale superlineare.

La condizione di convergenza locale & |g'(v/3)| < 1, cioe |1 +2v/3c| < 1, e la
velocita di convergenza & massima quando |¢g’(v/3)| & minimo. Occorre quindi
minimizzare ¢’(v/3) = 1 + 2v/3c dove ¢ = p/q e |p|, |q| < 10. Per ¢ = —1/(2V/3)
vale ¢’(v/3) = 0. Poiché ¢/(+/3) & funzione lineare di ¢, il valore di p/q che
minimizza |¢’(v/3)| & quello che meglio approssima —1/(2v/3) = —0.28868...,
ciod —2/7 = 0.28571..., e vale ¢'(v/3) = 0.00296....

Esercizio 4 Sia gi(z) = 3(z + 2), ga(z) = 12(3 - %), dove a > 0.

a) Si verifichi che /a & punto fisso di g1 e ga.

b) Si studi l'ordine di convergenza dei metodi di iterazione funzionale indi-
viduati da g; e da go.

¢) Si determinino due costanti a e 3 tali che G(z) = ag;(z) + Bg2(x) abbia
punto fisso « e ordine di convergenza piu alto possibile. Dire qual & I'ordine.

Esercizio 5 Per a € R sia f,(z) = zlog|z + a|, dove per a = 0 si definisce
fa(0) = 0. Si determinino gli zeri di f,(x) e si dica se il metodo di Newton
& applicabile per la loro approssimazione. Studiare la convergenza locale del
metodo di Newton, se applicabile, determinandone 'ordine.

Soluzione.
Vale f,(x) = 0 quando = = 0 oppure |z + a| = 1, dunque gli zeri di f,(x)
sonoa; =0, s =1—a, a3 =—-1—a.
Sia a # 0. La funzione non & definita in © = —a, e per x # —a vale
+ 2a z + 3a
, -1 1" _ x " _ ]
fulw) =g +al) + o fl@) = S fw) = T

In particolare la funzione ¢ di classe C* su (—o0, —a) U (—a, +00).

La funzione ¢ di classe C'*° in un intorno di ciascun zero «;, i = 1,2,3, e
vale fl(aq) =log(|al), fi(a2) =1—a, fl(as) =14 a. Dunque, se a # %1, vale
fi(e;) # 0, dunque il metodo di Newton & applicabile e converge localmente a
a1, Qg e as, rispettivamente. Poiché f(a;) # 0, i = 1,2,3, la convergenza &
quadratica. La Figura riporta il grafico di f,(x) nel caso a = 2.

Sea =1, alloraa; = as =0eaz = —2. Vale fl(a1) =0, fl(z) # 0
in un intorno di ay, e f/(a1) = 2, dunque il metodo di Newton & applicabile,
converge localmente a a1, e la convergenza & lineare con fattore di convergenza
1/2. Poiché fl(as) = 2 e f!/(a3) = 0, il metodo converge localmente a as, €
la convergenza & almeno quadratica; poiché f!’(az) = 1, la convergenza & di
ordine 3.

Se a = —1, allora a3 = a3 = 0 e az = 2. In modo analogo al caso a = 1,
il metodo di Newton converge localmente a ay, e la convergenza é lineare con
fattore di convergenza 1/2; inoltre il metodo converge localmente a s, e la
convergenza e di ordine 3.
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Figura 13: Esercizio a=2 Figura 14: Esercizio a=0

Sia @ = 0. Se definiamo f(0) = 0, allora la funzione f(x) = zlog|x| &
continua su R. I suoi zeri sono a7 = 0, as = 1, a3 = —1. Se = # 0 vale
f'(z) = loglz| + 1, f"(x) = 1/z, e in particolare f(x) ¢ C*° in R\ {0}. La
Figura riporta il grafico di f,(z) nel caso a = 0. La funzione ¢ C* in un
intorno di as e ag, dunque il metodo di Newton e applicabile in un intorno
di questi due punti. Vale f'(az) # 0, f"(a1) # 0 e f'(a3) # 0, f"(a3) # 0,
dunque converge localmente con convergenza quadratica. Consideriamo ora lo
zero av; = 0. Il metodo di Newton & applicabile in ogni punto diverso da 0, e la
sua espressione e:

xilog|w;| x5 -0

Tit1 = & = log |z;| +1  log|x;| +1’ L=

Se definiamo

_ 1og|i|+1’ 70
9(@) {0 z=0

allora la funzione g(x) ¢ definita e continua in un intorno di 0, e possiamo definire
il metodo di Newton in un intorno di 0 mediante ’espressione ;11 = g(z;). La
funzione g(z) ¢ anche derivabile in 0, infatti

h) —g(0
i I 9O L
h—0 h h—0 log|h| 4+ 1
quindi ¢’(0) = 0. Questo implica che il metodo di Newton converge localmente.
Vogliamo valutare I’ordine di convergenza. La funzione g(z) non ¢ di classe C? in
un intorno di 0, dunque non possiamo applicare i risultati teorici di convergenza.

Osserviamo che

lim i1 =1 !

i—oo |24 _i—><>010g|1'i|+1:
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zit1l — 56 6 non
|z

quindi la convergenza e superlineare. Osserviamo che lim; .,
esiste un p € R tale che
i 1Tl _

1—>00 |£L’l|p

con 0 < v < oo, dunque per questa successione 'ordine di convergenza non &
definibile. O

Esercizio 6 Siaa > 0e¢ f(z) =z +aVa2. Per z # 0sia g(x) =z — f(z)/f'(z)
e, fissato zg # 0 si consideri la successione {zy} definita da zxy+1 = g(zk),
k=0,1,.... Si dimostri che

a) f(z) =0 se e solo se x € {0, —a?}; inoltre {z}} converge quadraticamente a
—a® per xp in un intorno di —a?;

b) {z} converge a —a® per ogni ro < —8/27a® e la convergenza ¢ monotona
per g < —a3;

c) la convergenza ¢ lineare in un intorno di 0; determinare il fattore di conver-
genza.

Esercizio 7 Si verifichi che i punti fissi della funzione

14+ (z-1)2 se z>1

g(x){ %+(w—%)2 se x <1

sono « = 1 e f = 2 e si discuta la convergenza della successione generata da
Zgp+1 = g(zy) al variare di xy. Piu precisamente

a) Si dimostri che esiste un intervallo destro U di « tale che per zp € U la
successione converge in modo monotono e quadratico; si determini il massimo
intorno U per cui vale questa proprieta

b) Si dimostri che esiste un intervallo sinistro V' di « tale che per zp € V
la successione converge in modo monotono e lineare; si determini il massimo
intorno V' per cui vale questa proprieta

c¢) Determinare gli insiemi A e B per cui la successione converge rispettivamente
ad « per ogni g € A e a 8 per ogni xg € B. Determinare I'insieme dei valori
xo per cui non si ha convergenza.

Esercizio 8 Sia g(z) = a — 1/x con a > 0. Determinare al variare di a i punti
fissi di g(x) e discutere la convergenza della successione definita da xp41 =
g(zk), k= 0,1,..., al variare di g € R\0. In particolare individuare i casi di
convergenza monotona, valutare I’ordine di convergenza e descrivere 'insieme
dei valori di x( per cui la successione non & definita.

Esercizio 9 Sia ¢(z) un polinomio di grado al pitt 2 a coefficienti razionali.

a) Sia g(z) = = — g(z)(2? — 2). Si trovino condizioni sui coefficienti di ¢(x) per
i quali per ogni zy in un opportuno intorno di v/2 la successione definita da
Zrp+1 = g(zy) sia convergente a V/2 col massimo ordine di convergenza possibile.
Si scriva Pespressione di g(z) e si determini lordine di convergenza.

b) Nella classe dei metodi cosi ottenuti se ne individui uno che richieda non piu
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di 4 operazioni aritmetiche per passo (si assume che costanti razionali quali ad
esempio 2/3, siano assegnate a costo zero).

¢) Si determini un numero p > 0 tale che la successione generata dal metodo
selezionato al punto b) sia convergente per ogni zo € [v/2—p, v/24 p], motivando
la risposta.

d) Si risponda alla domanda a) nel caso di g(z) =z — (22 — 2)/q(z).

Esercizio 10 Siano g;(x) e gz2(x) due funzioni da R in R derivabili con conti-
nuita. Si consideri la successione generata a partire da xg, z; € R dalla relazione
Try1 = g1(zr) + go(2r-1), E=0,1,....

a) Si dimostri che se esiste limg 2, = « allora o = g1(a) + g2(@) e che per
ogni xg, 1 € R esistono &, mx € R tali che ex11 = g1 (&k)ex + g4(nr)ex—1, per
k=1,2,..., dove e =z — a.

b) Riscrivendo lespressione et1 = g1 (€k)er + g5(ni)ex—1 nella forma

LD _ | 91 (1&:) 25 (M) o® . con o) = { e }
3 0 2€k—1

si dimostri che se |1 (&)] +2|g5(n)| <A< 1VEN e Q= {z: |z — o < p} allora
V 20,71 € Q vale 1, € Q, ||vg]|oo < pmax(1/2,A\)*~L per k > 1, e limy, 7, = a.
¢) Sotto le condizioni del punto b) si provi che a & 'unico punto fisso di g1 (z) +
g2(z) in Q.

d) Dire se la condizione |¢}(&)] + |g5(n)] < X < 1, V&, n € , & sufliciente per la
convergenza.

Esercizio 11 Sia g(z) : [a,b] — [a, b] continua tale che g(a) = «, dove a < a <
b. Sia {zk}r>0 la successione definita da xp1+1 = g(xy) a partire da g € [a, b].

a) Si dimostri che se valgono le implicazioni = € [a,b], z > a =0 < g(g(z))—a <
r—a,ex€la,b,r<a=0<a—g(g(x)) <a-—u=z, allora per ogni z¢ € [a,b]
le sottosuccessioni zoj, € o411 convergono in modo monotono ad «.

b) Si determinino i punti fissi di g(x) = v22?/(3x — 2) per v > 3/4 e si dica per
quali valori di v la successione {zj} & localmente convergente ai punti fissi. Si
determini 'ordine di convergenza. Si studi in particolare il caso v = 1.

¢) Per v = 1 si determini un insieme di punti xg per cui la successione xy
converga a 0 e si dica se esiste un intorno di 1 per cui la successione converge a
1 per ogni scelta di xg in questo intorno.

Soluzione.
a) Fissiamo g e sia 1 = g(xg). Osserviamo che, se h(z) = g(g(x)), allora
To(pt1) = M(@or) € xopy1 = h(xop—1), per k > 0. Sia zg > «. Allora vale
0 < h(zp) — @ = x93 — o =< xg — « e, induttivamente su k,

O<£ZJ2(;C+1)*O£<I2]€704, k> 0.

Dunque la successione {za }x € monotona decrescente e limitata inferiormente
da «, quindi convergente a un limite § > «. In modo analogo, se xy < «,
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allora la successione {zo}r € monotona crescente e limitata superiormente da
«, quindi convergente a un limite § < «. Nello stesso modo si ragiona sulla
successione {zar—1}k

Dimostriamo che 8 = «. Supponiamo di essere nel caso g > «, dunque
B > a. Essendo h(z) continua, deve essere h(S) = . Se fosse f > « avrei
0 < h(B) —a < B — «, assurdo perché h(5) = 5, dunque 5 = . Negli altri casi
si ragiona in modo analogo.
b) Si osserva che la funzione g(x) & definita per = # 2/3, inoltre g(z) # 2/3 per
ogni x € R poiché v > 3/4. I punti fissi di g(x) sono le soluzioni dell’equazione
(v — 3)2? + 22 = 0, dunque se vy = 3 I'unico punto fisso & a; = 0, se v # 3 i
punti fissi sono ay =0 e az = 2/(3 — ). La funzione g(z) & C* in un intorno
dei punti fissi, e vale

o 3z —4
g'(z) = T G2

Vale ¢’(0) = 0 e g”(0) # 0 per ogni v # 0, dunque il metodo converge localmente
con convergenza quadratica in un intorno di «j. Supponiamo ora v # 3 e
studiamo la convergenza in un intorno di as. Si pud verificare che ¢'(ag) =
(2y — 3) /7, quindi se |2y — 3|/|v| < 1 ho convergenza locale. La condizione
|2y — 3|/]7] < 1 & equivalente a 1 < v < 3; in particolare per v = 1 ho |2y —
3|/I7] =1 e ¢'(az) = 1, quindi se ¢’& convergenza locale, questa & sublineare.
Se v = 3/2 la convergenza & superlineare.
c) Il grafico di g(x) = 57— ¢ riportato nella Figura Si puo verificare che se
x < 0 allora 0 < ¢'(x) < 1, dunque se zp < 1 la successione {x;}; converge in
modo monotono a 0. Se 0 < z < 2/3 allora ¢'(z) < 0, dunque se 0 < xg < 2/3
allora 1 < 0 e si applicano le considerazioni fatte nel caso zy < 0.

Per la convergenza locale a 1 si applica il risultato del punto a). Infatti basta
verificare che la funzione h(z) = g(g(x)) & tale che 0 < h/(xz) < 1 per  # 1 in
un opportuno intorno di 1.

g

Esercizio 12 Si dimostri che il polinomio p(x) = 23 — 3z + 1 ha tre zeri reali.
Si discuta la convergenza agli zeri di p(x)delle successioni del tipo z;+1 = g(z;),
1=0,1,2,..., con xp € R nel caso in cui

L g(z)=(z*+1)/3
2. g(x) = (32 — 1)1/3

3. g(w) =x— (2 =3z + 1) g5

Esercizio 13 Sia g(z) = alogx con a # 0. Determinare al variare di a il
numero di punti fissi di g(z) e discutere la convergenza della successione definita
da 21 = g(zk), k= 0,1,..., al variare di ko € RT. In particolare, individuare
i casi di convergenza monotona, determinare ’ordine di convergenza e I'insieme
dei valori di x( per cui la successione non & definita.
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Figura 15: Esercizio funzione g(z), caso vy =1

Esercizio 14 Siano a,b,a € R, a < a < be f € C*[a,b] tale che f(a) = 0,
f/(«) # 0. Si consideri il metodo iterativo definito dalla funzione g(z) = « —
t(x) — 0t(x)? con t(x) = f(z)/f'(x) e 6 parametro reale.

a) Si dimostri che per ogni € € R il metodo iterativo & localmente convergente
ad a con convergenza almeno quadratica.

b) Si determini il valore di € che massimizza l'ordine di convergenza.

Esercizio 15 E data la funzione g(z) : [a,b] — R e a € [a, b] tale che g(a) = a,
dove a < bea#0. Sia G(z) = g(z)(8 +vg(z)/x) con 8,7 € R. Si confrontino
le proprieta di convergenza locale delle successioni {z} e {yx} tali che z44; =
9(xk), yr+1 = G(yx) con zg, yo in un intorno di «. In particolare:

a) dare condizioni su g(x) affinché esistano f3,+ tali che {y;} sia localmente
convergente ad «;

b) determinare i valori di 5 e =y per i quali {y;} abbia convergenza locale pit
elevata possibile e dire in quali casi {y;} converge pitt velocemente di {zy}.

¢) Sia g(z) = w — f(x)/f'(x) dove f(x) € CP, p > 2,0 = f(a) = f/(a) = - =
fP7Ya), fP(a) # 0. Determinare la funzione G(x) che massimizza l'ordine di
convergenza.

Esercizio 16 Sia a € R e gi1(z) € CY((—o0,q]), g2 (x) € C([a, +0)), tali
che g1(a) = ga(a) = a e gi(x) < 0, gh(z) < 0, gi(a) # gha). Si definisca
g(x) : R — R tale che g(x) = g1(z) se z < «, g(z) = g2(x) se x > a, e per
xo € R si definisca 41 = g(z), k=0,1,...

a) Si discuta la convergenza e gli ordini di convergenza delle sucessioni {xay} €
{ax+1}, assumendo se necessario maggior regolarita di g1 e di g, in funzione
delle derivate prime in « di g e di gs.

b) Si discuta la convergenza e gli ordini di convergenza della sucessione {xy}.
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Esercizio 17 Sia py(xz) = x—1/2 e si definisca la successione di polinomi py(x)
di grado ny = 3* mediante py41(z) = pr(z)® + 2, k=0,1,...

a) Si dimostri che nell’intervallo [0, 1] ogni polinomio pg(z) ha una sola radice
reale & e che vale &1 < k.

b) Si dimostri che il metodo di Newton applicato a pg(z) con punto iniziale
o = 0 genera una successione che converge in modo monotono a &, con ordine
2. Si descriva il comportamento della successione ottenuta con xg = k1.

¢) Si determini un algoritmo per il calcolo di un passo del metodo di Newton
applicato al polinomio pg(z) di costo O(k).

Soluzione.

a) Dimostriamo per induzione che: pj(z) > 0 per ogni z € R, pi(0) < 0,
pr(€k_1) > 0, per k > 1. Questo implica che esiste unico 0 < &, < &1 tale
che pi(&;) = 0; in particolare & & 'unico zero in [0,1]. Per k =1 la tesi vale.
Supponiamo valga per k > 1. Ep§6+1(x) = 3pi()?p),(x)+1, quindi pj_ , (z) > 0;
inoltre p11(0) = pr(0)* < 0 e pry1(&x) = & > 0.

b) Si osserva che p}., () = 6pi(2)p,(2)* + 3pk(2)?p)(x), quindi p}/, | () < 0 se
0 <2 < &ry1. Dunque py o (2)p) () < 0se 0 <2 < &q1, e questo implica la
convergenza monotona se 0 < zo < £,11. La convergenza ¢ di ordine 2 perché
(&) # 0 e pj (&) # 0.

Il metodo di Newton genera la successione

_ pkfl(xn>3 + Xn _ 3xnpk_1(xn)2p;€71(xn) - pk—l(l’n)g
3pk—1(2n)2p)_q (xn) +1 3pk—1(xn)?p)_q(zn) +1

Tn4+1 = Tn

quindi se xg = £,—1 allora z; = 0 e ci riconduciamo al caso g = 0.

c) Ad ogni passo del metodo di Newton occorre calcolare pi(z) e pj(x). Se
usiamo le formula ricorsive py(z) = pr—1(z)*+z e p|.(x) = 3pr_1(x)?*p},_; (x)+1,
il calcolo di py(x) e di pj,(x) puo essere effettuato on o(k) operazioni aritmetiche.
g

Esercizio 18 Si analizzi la convergenza della successione {zy }r>0 generata dal
metodo di Newton applicato alla funzione f(r) =2 —1—1/(2? — 1), al variare
di zg € R, zg # £1. In particolare,

a) dopo aver dimostrato che la funzione ha tre zeri reali, per ciascuno zero « di
f(zx) si determini l'ordine di convergenza ad «;

b) per ciascuno zero « di f(x) si determini 'insieme dei valori iniziali 2o per cui
la successione {zy}r>0 converge ad o in modo monotono;

c¢) (facoltativo) per ciascuno zero « di f(z) si determini l'insieme dei punti
iniziali &y per cui la successione converge ad «.

Esercizio 19 Si analizzi la convergenza della successione {z } >0 generata dal
metodo di Newton applicato alla funzione f(x) = (2% — 22)/3, al variare di
o € R. In particolare,

a) per ciascuno zero « di f(x) si dica se c¢’¢ convergenza locale e si determini
l’ordine di convergenza ad «;
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Figura 16: Esercizio |19} f(xz) Figura 17: Esercizio |19} g(x)

b) per ciascuno zero « di f(x) si determini un insieme dei valori iniziali z¢ per
cui la successione {zj}r>0 converge ad «; si determini inoltre un insieme dei
punti iniziali zg per cui la convergenza avviene in modo alternato.

Soluzione.
a) La funzione f(x) & continua su R. T suoi zeri sono oy =0 e as = 1. Vale

J'(@) = 5@ = 2) 3% — 20),

dunque hIn:v—)O+ f/(.I) = +o0q, lim:L’*)O* f/(.T) = =00, lirnz~>1Jr f’(l’) = o0,
lim,_,;- f'(x) = +00. La funzione quindi non & derivabile in 0 e 1. Il grafico &
riportato in Figuram

La funzione f(x) & derivabile in ogni punto diverso da 0 e 1 quindi il metodo
di Newton ¢ applicabile in ogni punto diverso da questi e da 2/3 dove la derivata
e nulla.

Il metodo di Newton e:

Tpgl = Tp — 3 (zi_x%)l/i% =z, —3 Tn = Ty Tn
" T (@3 — 22)72/3(322 — 21,,) " U3z —2x, 3z, -2
Definisco 2
9(z) = 3——-

La funzione g(x) & definita in un intorno di 0 e di 1, dunque il metodo di
Newton puo essere definito in un intorno di 0 e di 1 mediante la funzione g(x).
La funzione g(z) ¢ C* in un intorno di 0 e di 1, quindi possiamo applicare i
teoremi di convergenza per i metodi del punto fisso. Il grafico della funzione g(x)
tappresentato nella Figura Vale ¢'(z) = —ﬁ7 quindi ¢'(ay) = —1/2 e
9'(az) = —2. Dunque il metodo di Newton converge localmente in un intorno
di a3 = 0 con convergenza lineare e non converge localmente a ag = 1.
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b) Poiche ¢'(z) < 0 per ogni < 2/3 e a3 =0, se g < 0 vale 21 =21 —ay =
g(xo) — g(ar) = ¢'(§)xo > 0, per un opportuno 0 < & < xg. Se 0 < zy < 2/3,
ragionando in modo analogo, si trova che 1 < 0. Induttivamente, se o < 2/3,
possiamo provare che la successione z,, & alternata fin tanto che xz, < 2/3.

Studiamo quindi le successioni x5, € 2, _1. Osserviamo che xs, = h(xg(n_l))
e Topt1 = M(x2n—1), n > 1, dove h(z) = g(g9(x)) = /(4 — 3z). Vale h'(z) =
4/(4 — 3x)?, dunque se z < 0 allora 0 < h'(x) < 1/4, se 0 < x < 2/3 allora
0<h(z)<l.

Supponiamo ora xg < 0. Allora x9 = h/(§)xo per un opportuno xy < £ < 0,
dunque (1/4)zy < 2 < 0; induttivamente vale (1/4)"zy < x2, < 0, dunque la
successione s, converge a 0. Studiamo ora la successione xs,_1. Osserviamo
che se z < 0 allora g(z) < 2/3, quindi 0 < x2,—1 < 2/3 per ogni n. Poiché se 0 <
x < 2/3 allora 1/4 < h/(z) < 1, vale 0 < x5 = h'(n)x; < x1, per un opportuno
0 < n < 2/3. Induttivamente, vale 0 < xo,11 < Zap—1 per n > 1. Quindi la
successione 9,1, essendo limitata inferiormente e monotona decrescente, ha
un limite 8 > 0 tale che h(8) = 3. E necessariamente B = 0 perché se fosse
B > 0, applicando il teorema di Lagrange si avrebbe h(8) — h(0) = h/(u)5 con
p nell’intervallo aperto (0, 3). Questo & assurdo essendo 0 < h'(u) < 1. 1l caso
0 < zg < 2/3 & trattato in modo analogo.

Se xg = 2/3 il metodo di Newton non ¢ definito.

Se2/3 < xp < lalloraz;—1 = g(z9)—g(1l) = ¢'(§)(zo—1) per un opportuno
xo <& <1,mag(z)<—-2se2/3<zx<1,dunque z; > 1.

Se xy > 4/3 allora, dalla definizione di g(z), segue che x; = g(zg) < 2/3,
dunque si applicano i ragionamenti fatti nel caso xg < 2/3 e la successione
converge a 0.

Non esiste un insieme tale che per ogni xg in questo insieme la successione
converge a 1. O

Esercizio 20 Dato un interon >2,ea; € R, a; >0,i=0,...,n, aga, # 0, si
ponga f(z) =Y, a;z’ — ayp.

a) Si dimostrino le seguenti proprieta.

— esiste unico o € R, a > 0, tale che f(a) = 0;

~vale a < a dove a = min{(ag/a;)"/?: i=1<i<n, a; #0};

— le successioni definite da z+1 =z, — f(zk)/f'(a), zo € [0,a] convergono
in modo monotono a a.

b) Assumendo a; = 1/i, i = 1,...,n, ap = 1 e g = 0, determinare in
funzione di n un valore di k tale che o« — &, < 10715,

¢) (Facoltativo) Enunciare proprieta analoghe a quelle del punto a) per il
polinomio f(z) = Y7 a;z* — a,z", con a, # 0, motivando adeguatamente.

Esercizio 21 Considerare il metodo di Newton applicato alle funzioni 22 —a e

272 —a~! con a > 0 e scrivere le corrispondenti funzioni di punto fisso g (z) e

g2(x).

a) Determinare i parametri 3,y in modo che l'iterazione del punto fisso definita
dalla funzione gs(z) = Bg1(x)+v92(x) generi successioni localmente convergenti
a y/a col massimo ordine di convergenza possibile.
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b) Confrontare le tre iterazioni cosi ottenute in base al loro costo computazionale
per approssimare y/a con errore al pitt e. (Condurre una analisi asintotica per
€ — 0 valutando solo il costo delle moltiplicazioni e divisioni, escluse quelle per
potenze intere di 2).

¢) Studiare la convergenza monotona delle successioni generate da g1(z), g2(x)

e g3(z).

Esercizio 22 Siano ¢ < a < b numeri reali, f(z) € C%([a,b]), f(a) = 0,
f'(a) # 0. Si consideri il metodo iterativo xx+1 = g(zx) definito dalla funzione
g(x) =x—t(x)/(1—0t(z)s(x)) dove 6 & un parametro reale e t(z) = f(z)/f'(z),
s(z) = f"(x)/f'(x). Dopo aver osservato che t'(xz) = 1 — s(z)t(z), t(a) =0 e
t'(a) =1,

a) si dimostri che il metodo ha ordine di convergenza almeno 2 per ogni 6;

b) si determini un valore di € per cui il metodo ha ordine almeno 3. Valu-
tando il costo per passo in base al numero di valori di funzione e di derivate
calcolati, si dimostri che il metodo cosi ottenuto & pitt conveniente in termini
asintotici del metodo di Newton.

¢) Si determini un valore di € per cui il metodo ha convergenza superlineare

nel caso f/'(a) =0, f"(a) # 0.

Esercizio 23 Si determini al variare del parametro a € R il numero degli zeri
reali della funzione f(z) = z—xlogz—a. Sianalizzi al variare di a la convergenza
del metodo di Newton applicato alla funzione f(x) con particolare attenzione
all’ordine di convergenza e alla convergenza monotona. Si determini l'insieme dei
valori zyp > 0 per cui la successione generata dal metodo di Newton converge.
Facoltativo: per a = 0 si dimostri che il metodo di Newton applicato alla
funzione f(z)/f'(z) ha convergenza localmente quadratica.

Esercizio 24 Siano a;, ¢ = 1,...,n numeri reali positivi e by < by < -+ < by,.
Si dimostri che

a) la funzione razionale f(xz) = 1+ >, a;/(bi — x) ha n zeri reali distinti
T, < 19 < - < T, € si determinino intervalli [av;, Bi], tali che a; < x; < B; per
i=1,....,.nefBi<qperi=1,...,n—1.

b) il metodo di Newton applicato a f(x) ha convergenza monotona in almeno
uno dei due sottointervalli in cui ogni intervallo [a;, 5;] viene diviso dallo zero
in esso contenuto.

¢) la convergenza locale & sempre almeno quadratica.

Esercizio 25 Sia g(z) = 1/2? 4+ 2z — a e si consideri il metodo iterativo dato
da 41 = g(xg), xo € R.

a) Al variare di a € R studiare il numero di punti fissi di g(z) e la convergenza
locale per ciascun punto fisso individuando se esistono casi di convergenza su-
perlineare, sublineare e monotona.

b) Per a = 2 e per ogni punto fisso @ > 0, determinare gli insiemi dei punti
xo > 0 a partire dai quali le successioni generate convergono ad « e l'insieme
dei punti zy > 0 per i quali non c¢’¢ convergenza.

c¢) Per a = 2 e 29 > 1, si dimostri che x;41 — 1 < 3(zx — 1)? e si determini il
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(a) a=-1 (b) a=a” (c)a=3

o 5

Figura 18: Esercizio grafico di f(z)

numero di passi sufficienti ad approssimare il punto fisso & = 1 con errore al piu
2752 se xg = 13/10.

Soluzione

a) Cerchiamo 1 punti fissi di g(z). I punti fissi di g(z) sono gli zeri della
funzione f(z) = 1/2% + & — a. Tale funzione ha un minimo locale in z = 2/3 e
vale f(Z) = 272/3 4 91/3 _ . Poniamo a* = 272/3 4+ 21/3_ Dunque, studiando
la funzione, troviamo che:

e Se a < a*, f(x) ha uno zero a; < 0;
e se a=a*, f(z) ha uno zero a; < 0 e uno zero doppio ay = 2/3;
e sea > a*, f(z) hauno zero a; < 0 e due zeri positivi, 0 < ay < 2/3 < az.

Il grafico della funzione f(z) per alcuni valori di a & riportato in Figura

La funzione g(x) ¢ C! in ogni intorno di ciascun punto fisso a vale g'(z) =
2(1—1/23). In particolare ¢’ () > 2 perché a; < 0, dunque non c’@ convergenza
locale in un intorno di oy, per ogni valore di a.

Consideriamo il caso a = a* e studiamo la convergenza in un intorno di
ag = 21/3. Osserviamo che:

g(z) < -1 se 0 <x < (2/3)1/3
~1<g(x) <0 se (2/3)'/3<z<1
g(x)=0 sex=1
0<g(x)<1 sel<ax< 23

g (z)>1 se x> 21/3.

Vale ¢'(a) = 1e 0 < ¢'(x) < 1sel < < az. Quindi, se 1 < 27 < as,
la successione {z;} ¢ tale che 1 < zp < zp41 < a, kK = 0,1,.... Dunque la
successione converge perché crescente e limitata, e la convergenza e sublineare.
Se invece zy > a9 non ho convergenza perche ¢'(z) > 1 se z > as.

Consideriamo ora il caso a > a*. Se ag > (2/3)'/? allora |¢/(az)| < 1, &
convergenza locale. La convergenza e superlineare se as = 1, che € vero se a = 2.
La condizione as > (2/3)'/3 & verificata quando a < a = (2/3)72/3 4 (2/3)'/3.
Se a > a, allora |¢'(as)| > 1 e non ¢’ convergenza locale.
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b) Nel caso a = 2 vale as = 1, ¢'(a2) = 0, ¢”"(a2) # 0. Quindi la convergenza
e di ordine 2. Per le proprieta di segno della derivata di g(z), se ag < g < 21/3,
allora la convergenza ¢ monotona decrescente. Se (2/3)Y/3 < zy < ap, allora
ag < 1 < 21/3 ¢ la convergenza monotona dal secondo passo in poi. In as non
¢’e convergenza locale perche ¢'(az) > 1.

c¢) Siosservache z;y1—1 = %;—jl(xi—l)Q. Poiche, se zg > 1 allora x; > 1 per

i

i=1,2,...epoiche 22H <3 se > 1, allora ;11 — 1 < 3(x; —1)2. Ragionando

x2

per induzione vale z; — 1 < 32i*1(x0 — 1)21, dunque basta trovare i tale che
(3(zo — 1))?" < 27°2. Essendo x¢ = 13/10 si ottiene i > log,(52/ log,(10/9)) =~
8.4183. Dunque sono sufficienti 9 iterazioni. O

Esercizio 26 Per v > 0 si consideri la funzione f(z) definita da f(0) = 0,
f(x) = 2 —yx/log|x|, se x # 0,1,—1. Dopo aver determinato il numero di
zeri di f(z), si studi la convergenza locale del metodo di Newton applicato a
f(x) per ciascuno degli zeri, discutendone l'ordine di convergenza. Si studi per
quali valori di zg la successione {zj} generata dal metodo di Newton converge
in modo monotono a uno zero di f(z); (facoltativo) dire per quali valori di
2o # £1 la successione non & definita o non converge.

Esercizio 27 Sia g(z) : [a,b] — R derivabile con continuita e a € (a,b) tale

che g(a) = a.
a) Sapendo che esite un z¢ € [a,b] per cui la successione xp11 = g(zg), k =
0,1,..., ¢ tale che =y € (a,b) per k > 0 e converge ad a in modo sublineare e

alternato (cioe z, > a = wp1 <aexp <a = Tpp > @), si dimostri
che ¢'(a) = —1.

b) Si dimostri che le successioni definite da zx4+1 = (21 + ¢g(2x))/2 convergono
localmente ad « in modo superlineare e che la convergenza & almeno quadratica
se g € C?[a,b].

c) Sia n > 2 intero e sia g € C?[a,b] con ¢'(a) = —1, g(a) = a. Definiamo
G(z)=a+> 1 0;g(z),dove 0, e R, i =1,...,negll(z) =g(g(- - g(x)-))
i-volte. Si dimostri che se & # 0 e ¢” () # 0 non esistono costanti 6; € R, i =
1,...,n tali che le successioni generate da z;1+1 = G(z;) convergano localmente
ad a con ordine maggiore di 2.

Soluzione.

a) Supponiamo sia x > «a. Poiché z311 —a <0 e x5 —a = ¢ (&) (af — @)
per un opportuno & compreso tra xy e «, allora ¢’(£x) < 0. In modo analogo
si ragiona se z; < «. Inoltre, essendo la successione {xj}r convergente a «
ed essendo g(z) derivabile con continuita, anche la successione {&}x converge

ad « e si ottiene limy ¢'(§x) = ¢'(«) < 0. Poiché la convergenza & sublineare,
[Thp1—a| _
| ||96k—04| o
limy, % = |¢'(a)], dunque ¢'(a) = —1.

b) Sia h(z) = (z + g(x))/2. Poiché h € C?[a,b], se dimostriamo che h'(a) = 0
allora la convergenza & almeno quadratica; & quadratica se h”(«a) # 0. Vale

si ha limy 1. D’altra parte, essendo g(x) derivabile con continuita,
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W(z) = (1+¢'(x))/2, dunque h'(«) = 0. Inoltre h'’(z) = ¢"'(x)/2, dunque la
convergenza e quadratica se g”(«) # 0.

¢) La condizione G(a) = a diventa a(1+ Y., 6;) = a. Dunque se a # 0 deve
essere 3.1, 0; = 0. Calcoliamo G'(z). Poiché glil(z) = g(gl"=Y(x)), i > 1, vale
g (2) = ¢ (g (2))gli= " (x). Usando questa proprietd possiamo dimostrare
per induzione che gl () = (=1)". Dunque G'(a) = 14+ 37, (~1)%; e la
condizione di convergenza superlineare diventa > . (—1)'¢; = —1. Quindi
esistono 6;, i = 1,...,n, tali che la convergenza e superlineare. In particolare,
se a # 0, scelti arbitrariamente 03, . .., 0, le costanti 6, e 05 risolvono il sistema

R IR ok
116 | T c1= (1),
Calcoliamo ora G(x). Osserviamo che gl (z) = ¢”(gl=Y(x))gli=1 ()2 +
g (gli-1 (z)) gli=1" (). Usando questa ricorsione, possiamo provare per induzio-
ne che g1 (a) = 1(1-(~1)')g" (). Dunque G"(a) = 1g"() S0y (1-(~1))6;
e, se ¢”(a) = 0, la convergenza & di ordine maggiore di due. Se ¢’(a) # 0 e
a # 0, poiché > 0, =0e > (—1)'0; = —1, allora la convergenza & quadra-
tica. Se g”(a) #0, a = 0en > 3, posso trovare costanti 0; tali che " | 6; =0
e > (=1)'0; = 0, dunque la convergenza ¢ di ordine maggiore di due.

O

Esercizio 28 Sia v > 0; determinare il numero di punti fissi della funzione g(x)
definita da g(0) = 0, g(z) = (1 — ) + =/ log |z|, per x # 0,1, —1, e studiare la
convergenza locale della successione xp1 = g(xk) per g € R, 9 # 1,—1. In
particolare, individuare i casi di convergenza monotona, lineare, superlineare e
sublineare studiando 'ordine di convergenza.

Esercizio 29 Si studi al variare di a € R il numero di punti fissi non negativi
della funzione g(z) = /z—a/+/z e la convergenza locale delle successioni definite
da zp41 = g(xg) per zo > 0, inclusi 'ordine di convergenza e le proprieta di
monotonia.

Esercizio 30 Sia g : R — R funzione continua ed @ € R un suo punto fisso,
cioé tale che a = g(«). Si assuma inoltre che g sia derivabile con continuita per
x # a e che esistano costanti 0 < a < 1 < b tali che —b < ¢'(x) < —1 per z < «,
—a < ¢'(z) <0perzxz>a.

a) Si dimostri che o & I'unico punto fisso di g.

b) Per zp € R si definisca 41 = g(x), & > 0. Si diano condizioni su a, b
affinché le successioni {xay }, {Z2x+1} € {zx} siano convergenti per ogni zg € R.
c¢) Assumendo che lim,_ ..+ ¢'(z) = 0, lim,_,,- ¢'(x) = o, 6 # o, sotto le
condizioni trovate al punto b) si studi la velocita di convergenza delle successioni

{zx}, {war}, {v2k41}

Esercizio 31 Sia n > 1 un intero e a;, ¢ = 1,2,...,n numeri reali positivi. Si
consideri l'iterazione z11 = g(x), con xo > 0, dove

[ =023 log(z/a;), sex >0,
g(x)—{o’ se x =0,
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e #0.

a) Si determinino i punti fissi di g(z) e si studi la convergenza locale a tali punti
fissi al variare di 6.

b) Per ogni punto fisso «, dopo aver determinato il valore di 6 che massimizza
la velocita di convergenza ad « si dia una limitazione superiore a |z — a| nelle
ipotesi 1 < a; <3/2,i=1,...,nexg=1.

Esercizio 32 Si vuole approssimare il reciproco di un numero reale a > 0,
eseguendo solamente moltiplicazioni, addizioni e sottrazioni. Si consideri allora
la classe di iterazioni del punto fisso zx4+1 = g(zk), dove

g(x) =2+ (1 — ax)(Bz + yaz®), a,B,7€R.

a) Si determinino i parametri 8,7 € R, indipendenti da a, in modo da
ottenere il metodo iterativo con l'ordine di convergenza piu alto possibile.

b) Si mettano in relazione i residui 1 — axg e 1 — axg41. Si confronti Ueffi-
cienza del metodo ottenuto con quella del metodo dato da §(x) = 22 — ax?. In
particolare, se 1/2 < a < 1 e xyp = 1, si valuti il numero di passi k e il numero
totale di operazioni aritmetiche affinche |z, —a™!|/a=! < 2752,

¢) Si individui una espressione generale di g(z) che dia un metodo a conver-
genza di ordine ¢ arbitrario e se ne valuti Uefficienza.

Esercizio 33 Sia p(z) € C?([a,b]) e a € [a, b] tale che ¢(a) = 0, dove [a,b] C R
e ¢ (x) #0in [a,b].

a) Si dimostri che per ogni z € [a,b] esiste £ € (a,b) tale che p(x)/¢'(x) =
71— a— (o — a)26"(6)/(2¢(2)).

b) Si studi la convergenza locale del metodo di Newton applicato alla fun-
zione f(x) = p(z)log|p(z)| per z # «, f(a) = 0, e applicato alla funzione
f(@) = ¢(x)(log(1 + ¢(x))).

¢) Se m(x) & una funzione continua per cui esiste v > 0 tale che |m(x) —m(y)| <
|z — yl|, per z,y € [a,b] e inoltre m(«) = 1, si dimostri la convergenza almeno
quadratica dell’iterazione xy1 = g(z) definita da g(z) = 2 — m(z)p(z) /¢’ (2).

Esercizio 34 Sia f(x) = |z|* — 2z, dove a € (0,1). Determinare il numero di
zeri reali di f(x) e, per ciascuno zero, studiare la convergenza locale del metodo
di Newton per 'approssimazione di tale zero, in particolare si determini ’ordine
di convergenza e ’eventuale convergenza monotona.

Determinare l'insieme dei punti iniziali per cui la successione generata dal
metodo di Newton e convergente.

Esercizio 35 Per approssimare la radice p-esima del reciproco di un numero
reale a > 0 senza eseguire divisioni si consideri la famiglia di funzioni g(z) =
z(1+ BR(x) + yR%*(z)), R(z) = 1 — axP, B,v € R, e le successioni generate da
Zrp+1 = g(xy) a partire da zo € R.

Si individui nella classe di metodi quello di massimo ordine di convergenza
e quello di massima efficienza computazionale.
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Come si puo generalizzare la classe di algoritmi per avere ordine di convergenza
arbitrario ¢ e come si puo estendere I'analisi fatta?

Esercizio 36 Si determinino al variare di @ € R il numero di soluzioni dell’e-
quazione log(z? +2 + 1) — 2 = a e si descriva un metodo per approssimare tali
soluzioni che abbia convergenza superlineare individuando i casi di convergenza
monotona ed alternata.

Esercizio 37 Al variare di ¢ € R si determini il numero di punti fissi della
funzione g(z) definita da

g(x) =2* —logz + ¢

e si studi la convergenza locale delle successioni generate da zy11 = g(zg) a
partire da zy € R. Si confronti con il metodo di Newton applicato all’equazione
x—g(z)=0.

Esercizio 38 Sia g(z) : [a,b] — R di classe C? e « € [a,b] tale che a = g(a).
Si supponga di conoscere 6 = ¢g’'(«). Si determinino i valori di &y, ¢; in modo
che il metodo iterativo definito da zy41 = G(x) dove G(x) = &z + &19(x) sia
localmente convergente ed « ed abbia il massimo ordine di convergenza locale.
Si discuta sotto quali condizioni il nuovo metodo cosi ottenuto & piu efficiente
del metodo dato dalla funzione g(z).

Se g € C*®[a,b] e 6 = 0 dire se esiste un n > 1 per cui nella classe di metodi
definiti da da G(z) = oz + &19(z) + &29(9(2)) + -+ &nglg(- - - g(a) -+ ) esiste
un metodo piu efficiente del metodo originale.

Esercizio 39 Siano a € R e g1(x) € C'([a, +0[), g2(z) € CY(] — o0, q]) tali
che g1(a) = g2(a) = a, =0 < gj(z) <O per x > o, —0 < gh(z) < 0 per x < «,
dove 0,0 > 0, 60 = X\ < 1. Si definisca

g1(z) sex>a
9(z) = { g2(x) sez <a.

Si dimostri che

a) « ¢ I'unico punto fisso di g(z);

b) per ogni g € R la successione generata da zp+1 = g(xg), &k = 0,1,...,
converge ad a.

¢) Si studi il tipo di convergenza (monotona o alternata), l’ordine di convergenza
e il fattore di convergenza delle successioni {x}, {zar}, {Z2x+1}; in particolare
si tratti il caso in cui gf (a) # gh(«).

d) Sia A\ = |z — a|/|zr—1 — | la riduzione dell’errore al passo k, e si definisca
k. la media geometrica delle riduzioni degli errori nei primi k passi. Si dimostri
che, anche se ¢1(«) # g5(«) il limite limy, ¢, esiste ed & uguale a /g] (a)gh ().

Esercizio 40 Siano a,b € R e g(z) = az + b/z. Si diano condizioni sufficienti
su a,b affinché g(z) abbia almeno un punto fisso « € R ed esista un intorno
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T =|a—p,a+pl, p> 0, per cui la successione definita da zx41 = g(zx) sia
convergente per ogni xg € Z.

Si diano condizioni sufficienti su a, b affinché la convergenza sia localmente
monotona e localmente quadratica.

Esercizio 41 Si supponga di avere a disposizione un metodo per il calcolo del
valore di e* dato . Per poter approssimare il logaritmo naturale o = log(a) di
un numero a tale che 1 < a < e, si considerino le iterazioni del tipo zx+1 = g(z),
xo € [0, 1], dove g(x) & una delle seguenti funzioni

gi(z) =z +1- %ew, g2(x) = = + g - %ex + 2%2@296

a) Si studi la convergenza locale delle due successioni generate in questo
modo con attenzione all’ordine e alla monotonia, e si determini quale delle due
¢ piu efficiente dal punto di vista computazionale supponendo che il calcolo
dell’esponenziale costi I’equivalente di 20 operazioni aritmetiche.

b) Si supponga che il valore effettivamente calcolato di e” sia affetto da un
errore minore o uguale a § mentre le altre operazioni aritmetiche sono svolte in
modo esatto. Si determini una limitazione al primo ordine in § degli errori di
approssimazione forniti dai due metodi.

c¢) Fra tutti i metodi definiti da g(z) = x + p(e*), dove p(t) & un polino-
mio di grado al piu m, determinare quello che garantisce il massimo ordine di
convergenza e quello che da la massima efficienza.

Esercizio 42 E assegnato un intero n > 1 e una funzione f(z) € C*[a,b],
di cui sappiamo che f(a) = 0 per un certo a € [a,b] e che f(a) = 1 per
i =1,...,2n. Vogliamo individuare un metodo efficiente per approssimare a.
Per questo consideriamo la classe di metodi iterativi definiti da

g(@) =z —aof(x) —arf'(x) = = anf(2)

ottenuta al variare dei parametri ay,...,a, in R.

a) Si determini in questa classe il sottoinsieme dei metodi che convergono lo-
calmente ad « col piu alto ordine di convergenza. Assumendo che il calcolo di
ciascuna f (i)(x) abbia un costo di 10 operazioni aritmetiche, qual ¢ il metodo
di massima efficienza computazionale, in relazione all’ordine di convergenza e al
costo per passo?

b) Dire se si possono ottenere ordini di convergenza piu alti nella classe definita
da

9(z) =z — f(2)(ao + a1 f'(x) + ax f"(x) + -+ + an f ™ (2))

Esercizio 43 Sia g(z) € C*([0,1]) tale che |¢'(x)| < 1/2 per = € [0,1]. Sia
a € [0,1] un punto fisso di g(z).

a) Sapendo che 1/3 < a < 2/3 si dimostri che la successione zjy1 = g(xg)
converge ad « per ogni scelta del punto iniziale g € [0, 1].

b) Sapendo che —\ < ¢'(z) < A, con 0 < A < 1, determinare ay, as € [0,1] tali
che se a1 < o < ay la successione xy, converge per ogni zg € [0, 1].
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(a) Funzione a) (b) Funzione b) (c) Funzione c)

Figura 19: Esercizio grafico di f(z)

Esercizio 44 Si studi la convergenza locale in un intorno di 0 del metodo di
Newton applicato alle seguenti funzioni.

—23 42242 sex>0 —2+x sex>0
a) f($>_{x4+x2—|—x sex <0 b) f(x)— 2t +x sex <0
—22 4z sex>0

c) flz)= { (—z)'/3  sex<0

Nel caso 'ordine di convergenza non sia definibile, si determini un valore di p
per cui la convergenza ¢ di ordine almeno p, oppure, qualora sia possibile, si
determini ’ordine di convergenza delle due sottosuccessioni formate rispettiva-
mente dalle componenti di indice pari e di indice dispari.

d) Sia {zx} la successione generata a partire da xg da xxy; = g(xg), con
g(z) : R — R funzione continua. Se x; = —1/i per i dispari e z; = 1/2° per i
pari, si dimostri che g(z) non & derivabile in 0.

Soluzione. I grafici della funzione f(z) sono riportati in Figura Denotiamo
con fi(z) e fa(x) rispettivamente 'espressione di f(x) per > 0 e per z < 0.
a) Vale f{(z) = —32% + 2z + 1, f'(x) = —6x + 2, fi(z) = 423 + 22 + 1,
J(x) = 12z + 2. Troviamo che f(x) ¢ di classe C? in un intorno di zero
e f/(0) = 1, f”(0) = 2. Dunque, applicando i risultati di convergenza del
metodo di Newton, il metodo ha convergenza locale di ordine 2. Osserviamo
anche che f](z)f{(z) > 0 se 0 < x < 1/3. Quindi, per il Teorema [§} se
0 < z¢p < 1/3, la convergenza ¢ monotona decrescente. Osserviamo che se
xo < 0 & sufficientemente vicino a zero, allora fo(xz) < 0 e f{/(z) > 0. Quindi,
essendo gh(z) = fa(x) f3 (x)/(f4(x))?, allora z; > 0 e la convergenza & monotona
decrescente dal secondo passo in poi.

b) Vale fi(x) = =322 + 1, f{'(v) = —6x, fi(x) = 423 + 1, fY(z) = 122.
Troviamo che f(x) & di classe C? in un intorno di zero e f/(0) = 1, f”(0) = 0.
Dunque, applicando i risultati di convergenza del metodo di Newton, il metodo
ha convergenza locale di ordine almeno 2. Poiché f non & di classe C® non posso
usare la teoria per determinare ’ordine di convergenza.

Il metodo di Newton applicato alla funzione f;(z) & definito dalla funzione
gi1(z) = —223/(=32? + 1), mentre il metodo di Newton applicato alla fun-
zione fy(x) ¢ definito dalla funzione go(x) = 3z%/(42® + 1). Si osserva che
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Figura 20: Esercizio funzione g(z) del punto c)

se g > 0 ed e sufficientemente vicino a zero, allora x; = g1(z0) < 0; se
xo < 0 ed & sufficientemente vicino a zero, allora x; = ga(z9) > 0. Dunque
la successione e alternata. Vogliamo studiare 'ordine di convergenza. Si os-
serva che lim,_,q+ |g1(2)|/|2%| = 2 e lim,_,o- |g2(z)|/|7*| = 3, quindi l'ordine
di convergenza non ¢ definibile poiché non esiste un numero p > 1 tale che
lm; o0 |2i41]/]2i|P = 0 # 0. Possiamo perd definire l'ordine di convergenza
delle sottosuccessioni di indici pari e dispari. Sia xg > 0 sufficientemente vi-
cino a 0, allora za(;11) = g2(g1(w2:)) € 22541 = g1(g2(w24-1)). Troviamo che
g2(g1(z)) = 48212 /((32? — 1)(322° + 2720 — 272% + 922 — 1)) e g1(g2(2)) =
(542'2) /((42°® 4+1)(272% — 162° — 823 — 1)), quindi lim;_, o0 [22(i41)|/|22:|? = 48,
lim; o0 [Toi11|/|72:—1]|'? = 54, e le sottosuccessioni di indici pari e dispari hanno
ordine di convergenza 12. In modo analogo si ragiona se zy < 0.

c) Vale fi(z) = =322 + 1, f'(z) = =6z, fo(x) = —1/3(—2)2/3, dunque
f(x) non & di classe C! in un intorno di zero. Troviamo che il metodo di Newton
applicato alla funzione fi(x) ¢ definito dalla funzione g;(x) = —2x3/(—3z2 +
1), mentre il metodo di Newton applicato alla funzione fy(z) ¢ definito dalla
funzione go(z) = —2z. La funzione g(z) definita come g1 (z) se z > 0, ga2(x) se
x < 0, & continua ma non di classe C! in un intorno di zero (si veda la figura
).

Osserviamo che se ¢ > 0 ed & abbastanza vicino a zero, allora x1 = g1(xg) <
0; se zg < 0 allora x; = ga(zg) > 0. Studiamo quindi la convergenza locale
delle sottosuccessioni di indice pari e dispari. Le funzioni G(z) = g2(g1(x)) =
423 /(=322 + 1) e H(z) = g1(ga(x)) = 1623 /(1 — 122?) sono di classe C* in un
intorno di 0. Vale G'(0) = 0 e H'(0), quindi se z( & sufficientemente vicino a
zero, le sottosuccessioni di indici pari e dispari convergono in modo superlineare.
(I)ﬂordine di convergenza & 3 poiché lim,_.q ‘C";(lﬁ)l =4#0elimg,_q ”‘Jz(lﬁ)l =16 #
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R 0o 2 0 © s s = 4 o T B R T R o 1 2 3

(a) k=1 (b) k=2 () k=3

Figura 21: Esercizio grafico di f(z)

d) Se g(z) fosse di classe C! in un intorno di 0 allora per il teorema di La-
grange sarebbe x; 11 = z;9'(&;) per & compreso nell’intervallo aperto di estremi
x; e 0. Poiche limz; = 0 si avrebbe lim a; 1 /2; = lim¢’(§;) = ¢’(0). Quindi, se
i & dispari allora x;41/2; = —i/2"7! mentre se i & pari z;1/z; = —2¢/(i + 1).
Per cui il limite di @;41/2; non pud esistere.

Esercizio 45 Siano g;(x), per i € N, funzioni di classe C! sull’intervallo Z =
[a—p, a+ p] tali che g;(a) = a per ¢ € N. Si assuma inoltre che |g/(z)] < \; < 1
per i € Ne x € Z. Si dimostri che

a) se \; < X\ < 1 peri € N allora per ogni xg € Z la successione generata da
Zit1 = gi(x;) & tale che z; € 7 e lim; z; = o

b) se lim; A; = p < 1 allora per ogni zg € Z la successione generata da x;11 =
gi(x;) & tale che x; € T e lim; ; = .

Cosa si puo dire della velocita di convergenza della successione x;?

Esercizio 46 Sia k > 1 un intero e si consideri la funzione f(z) definita da
f(0) =0, f(x) = z¥log|z|, se x # 0. Determinare il numero dei punti fissi di
f(z) e studiare la convergenza locale della successione x; 1 = f(x;) per zo in un
intorno di ciascun punto fisso. Cosa si puo dire della convergenza locale in un
intorno di 0 delle successioni generate dal metodo di Newton applicato a f(x)?

Soluzione. Cerchiamo i punti fissi di f(z). Si osserva innanzitutto che se k
¢ pari la funzione f(x) & pari, se k & dispari allora f(z) & dispari. Il grafico della
funzione f(x) e riportato in Figura Per ogni valore di k, un punto fisso e
a1 =0. Se k > 2 & pari, f(x) ha un punto fisso as > 1; se k > 1 & dispari, f(x)
ha un punto fisso as > 1 e un punto fisso a3 = —ao.

Studiamo la convergenza locale. Consideriamo il caso £ = 1. Troviamo
che f'(z) = log(Jz]) + 1 se  # 0. Quindi, poiché lim, ,o+ f'(x) = —o0 e
lim,_,o- f'(z) = —oo, la funzione non & derivabile in 0. Inoltre, per € suffi-
cientemente piccolo si ha che |zg| < e implica |z1]| > |zo| per cui non ci pud
essere convergenza locale in un intorno di 0. Negli altri due punti fissi vale
f/(x) =2 > 1 per cui non c’e’ convergenza locale.

Consideriamo ora il caso k > 2. Troviamo che f'(z) = ¥~ (klog(|z|) + 1)
se x # 0; inoltre si pud verificare che f’(x) esiste ed ¢ continua in 0 e f/(0) = 0.
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Questo implica che c’¢ convergenza locale superlineare in un intorno di 0. Per
studiare ’ordine di convergenza applichiamo la definizione: osserviamo che

|z¥ log(|2:])] { 0 se p<k

. |1'i+1| .
| = lim =P —
el |2 | Pare) |z 400 se p>k

quindi l'ordine di convergenza non & definito, ma la convergenza e superlineare
di ordine almeno k —e per ogni 0 < € < k nel senso che esiste una costante v > 0
tale che |z;41| < y|a;Fe.

Per quanto riguarda i punti fissi ag e a3 (se k & dispari), poiché f'(ag) > 1
e f'(as) > 1, non c¢’¢ convergenza locale in un intorno di ciascuno.

Il metodo di Newton applicato alla funzione f(z), per « # 0, & definito dalla
funzione
a* log(||) z((k —1)log(|z]) +1)

U e T (Rlog(lal) + 1)~ klog(jal) + 1

Poiché lim,_,¢+ g(z) = 0 e lim,_,q- g(x) = 0, possiamo estendere g(x) nel punto
0 definendo ¢(0) = 0. La funzione g(z) ha derivata

1 1 k—1

) = i oge) + 1) (eloglleh ¥ 17 T

g(w) =

e si puo verificare che g(x) & derivabile con continuita in 0 e vale ¢’(0) = (k—1)/k.
Quindi il metodo di Newton ha convergenza superlineare se k = 1, lineare se
k > 1. Nel caso k =1 vale

Xj
. |SC'LJ;1| ~ lim 10g(|x;|)+1 S _{ 0 se p=1
isoo  |af| isoo |2k |22 (log(|2i]) + 1) +oo se p>1.
Quindi la convergenza e superlineare ma l’ordine non & definito. O

Esercizio 47 Vogliamo risolvere numericamente 1’equazione x* = a per a > 0.
Per questo si dia risposta alle seguenti questioni.
a) Dire quante soluzioni ha ’equazione.
b) Studiare la convergenza locale delle iterazioni del tipo zxy1 = g(zx) dove
g(x) & una delle seguenti funzioni

bl) loga/logz;  b2) a'/*;  b3) (z +loga)/(1 + logz).
Per ciascuna radice si dica se ¢’é convergenza locale, se e lineare, superlineare o
sublineare, monotona o alternata.

Esercizio 48 Sia p > 1 intero, g(z) € C?([a,b]) e « € (a,b) tale che o = g(a).
Supponiamo esista una successione {zj} definita da xx1 = g(xx), o € [a,]
tale che zy € [a,b] e limy x = « con ordine di convergenza p. Si dimostri che
esiste un kg tale che per k > kg la successione converge ad « con una delle
seguenti modalita

a) se p & pari, la convergenza ¢ monotona: da destra se g(p)(a) > 0, da sinistra
se gP)(a) < 0;

b) se p & dispari, la convergenza & monotona se g(p)(oz) > 0; ¢ alternata se
g (a) < 0.
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Esercizio 49 Si definisca g(z) = zsin(1/x) se z # 0, g(z) = 0se 2 = 0.

a) Dare una espressione esplicita dei punti fissi di g(x).

b) Discutere la convergenza locale delle successioni generate a partire da xg # 0
da zp41 = g(zy) in ciascun punto fisso non nullo. Nel caso di convergenza si
dica se questa ¢ monotona, lineare, superlineare o sublineare.

Esercizio 50 Siano a,b,a € R, tali che a < a < b. Siano f(z) € C3([a,b]),
h(z) € C?([a,b]) funzioni a valori reali tali che f(a) = 0, f'(a) = h(a) # 0.
Si consideri il metodo di iterazione funzionale definito dalla funzione g(z) =
z — f(x)/h(z).

a) Dimostrare che il metodo ¢ localmente convergente e studiarne I'ordine
di convergenza.

b) Per calcolare la radice quadrata o > 0 del numero reale a > 0 si consideri
la funzione f(x) = ® —ax tale che f(a) =0, f/(a) = 2a, e si applichi il metodo
iterativo analizzato nel punto precedente scegliendo h(z) = 2a + v f(x) dove
~ & un parametro reale. Determinare il parametro v che massimizza 1’ordine di
convergenza del metodo e valutarne ’ordine.

¢) Confrontare il metodo ottenuto (sapendo che il suo ordine ¢ 3) con il
metodo di Newton applicato all’equazione f(x) = 0 e dire quale dei due &
computazionalmente pilt conveniente.

d) Studiare il punto a) nell’ipotesi in cui f € C?([a,b]) e h € C*([a,b]).

Esercizio 51 Per calcolare la radice cubica a = /a del numero reale a > 0
si consideri l'iterazione zx11 = g(x) dove zp & scelto in un intorno di « e
g(@) =z — f(x)/(u+vaif(x)), f(z) = 2* —ax con u,v €R, q € Z.

a) Determinare i valori di y, v e ¢ che danno ordine di convergenza almeno 3 e
scrivere la classe di metodi cosi ottenuta. Dimostrare che ’ordine di convergenza
dei metodi in questa classe € 3.

b) Si ponga v = 0 e si determini p in modo da massimizzare l'ordine di

convergenza. Si confronti 'efficienza del metodo ottenuto con quella del mi-
glior metodo nella classe di cui al punto a) e con quella del metodo di Newton
applicato alla funzione 23 — a.
Esercizio 52 Sia a un numero intero positivo che non sia un quadrato perfetto.
Per approssimare la radice quadrata di a mediante un metodo iterativo che ad
ogni passo non esegua divisioni ma solo moltiplicazione e addizioni/sottrazioni
tra numeri razionali, si considerino le iterazioni del punto fisso z;11 = g(z)
con g(x) polinomio di grado n a coefficienti razionali.

a) Determinare il polinomio ¢g(z) di grado minimo a coefficienti razionali che
garantisce convergenza locale quadratica a v/a.

b) Per a = 3 determinare un intervallo Z contenente \/a per cui per ogni
xo € T la successione xj converge a /a.

¢) Dare una limitazione inferiore al massimo ordine di convergenza che si
pud ottenere con un polinomio g(x) di grado n a coeflicienti razionali.

Esercizio 53 Sia f(z) € CP[a,b], con p > 3, « € (a,b), f(a) =0, f'(a) # 0.
Si assuma che la successione xp11 =z — f(zr)/f (zx) generata dal metodo di
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Newton a partire da zg € [a, b] sia ben definita, con zj, € [a, b], e converga ad .
a) Si dimostri che se xj converge in modo alternato ad « allora la convergenza
e di ordine almeno 3.

b) Si dimostri che se f'(a)f”(c) > 0 (rispettivamente f'(c)f"”(a) < 0), la
convergenza € quadratica ed esiste un kg tale che per k > kg la successione e
decrescente (rispettivamente crescente).

Esercizio 54 Sia g(x) € C?([a,b]) ed « € [a,b] tale che g(a) = «. Si supponga
che per un particolare xy € [a,b] la successione {xy} definita da zp+1 = g(zx),
k=0,1,..., converga ad « in modo sublineare. Dire se e possibile determinare
un numero reale w tale che, posto G(z) = (g(x)+wz)/(1+w) le successioni {yx }
generate dalla relazione yx+1 = G(yr), k = 0,1, ..., apartire da yo € [a—p, a+p)
per un opportuno p > 0 convergano ad « in modo superlineare. Nei casi in cui e
possibile, si studi ordine di convergenza del metodo definito da G(x). Nel caso
non sia possibile, si consideri la funzione G(x) = (g(g(z)) + wig(x) + waz)/(1 +
w1 + ws) e si svolga una analoga analisi.
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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi al problema dell’in-
terpolazione di funzioni

1 Introduzione

In alcune situazioni si incontra il problema di dover approssimare il valore che
una certa funzione f(x) : [a,b] — R assume in un punto assegnato & € [a, ]
avendo a disposizione i valori che la funzione assume in un insieme di n + 1
punti xg,z1,...,z, € [a,b]. Cioe, date le coppie (x;,y;), con y; = f(x;) per
i=0,...,nedato & € [a,b] si vuole approssimare in qualche modo f(§). Questo
problema e abbastanza naturale quando si deve tracciare il grafico continuo di
una funzione che si conosce solo in alcuni punti, o quando si devono calcolare
funzioni particolari, tipo le funzioni elementari quali le funzioni trigonometriche
i cui valori si conoscono in alcuni punti. In altre applicazioni, in cui f(z) & una
funzione a valori in R? caso che noi non trattiamo, viene assegnato un oggetto
continuo (a tratti), tipo la firma di una persona o un carattere tipografico di
una stampante laser e vogliamo memorizzarlo attraverso un numero finito di
valori numerici in modo che sia poi facilmente ricostruibile in tutti i suoi punti
o manipolabile.
Problemi di questo tipo possono essere trattati mediante 'interpolazione

2 L’interpolazione lineare

Siano ¢o(x),. .., n(r) funzioni assegnate definite su [a,b] a valori in R linear-
mente indipendenti. Siano (x;,y;) per i = 0,...,n, dei valori assegnati in modo
che z; € [a,b] e x; # x; per i # j. Il problema dell’interpolazione lineare
consiste nel determinare dei coefficienti ag,aq,...,a, € R tali che la funzione
f(z) =" aipi(z) soddisfi le condizioni

f(xl):yz, i:O,...,n. (1)

Le condizioni sono dette condizioni di interpolazione. 1 punti xq, ..., T, sono
detti nodi dell’interpolazione.



Si possono avere vari tipi di interpolazione a seconda di come sono scelte
le funzioni @;(x). Ad esempio, si parla di interpolazione polinomiale quando
le p;(x) generano lo spazio dei polinomi di grado al pitt n, si parla di inter-
polazione trigonometrica quando le funzioni ¢;(x) vengono scelte nell’insieme
{sin((¢ + 1)), cos(iz) : ¢ = 0,1,...,m}. Un’altro tipo di interpolazione
molto importante nelle applicazioni & l/interpolazione spline in cui le funzio-
ni @;(z) sono polinomiali a tratti relativamente ai sottointervalli [z;, x; 1] per
1 =20,...,n— 1, dove i nodi sono stati ordinati in modo che a < xy < 1 <
e < xpy <.

3 Interpolazione polinomiale

Una forma abbastanza naturale ed elementare di interpolazione e quella che
si sottiene scegliendo ¢;(x) = x'. In questo caso si parla di interpolazione
polinomiale fatta sulla base dei monomi.

Si puo osservare che in generale la condizione di interpolazione si riduce

al sistema lineare

Z‘Pj(xi)aj:yi, 1=0,...,n. (2)

j
Nel caso in cui ¢;(x) = 2%, questo sistema prende la forma

2
1 zo x5 ... g ag Yo
1 = x% R a Y1
2
1 2 a3 Ty az | — | y2 |. (3)
1 2 n
Ty T z, [¢2% Yn

La matrice del sistema, indicata con V,,, viene detta matrice di Vander-
monde. 1l sistema ci dice che un problema di interpolazione polinomiale
sulla base dei monomi ¢ ricondotto alla risoluzione di un sistema con matrice di
Vandermonde. Vale il seguente utile risultato

Teorema 1 Per la matrice di Vandermonde V,, costruita sui nodi xg, ..., T,
vale
det Vo = [ (2 — ). (4)
0<j<i<n

Dim. Possiamo limitarci a considerare il caso in cui x; # x; per ¢ # j. Infatti se
x; = x; per qualche 7 # j allora det V,, = 0 avendo V;, due righe uguali, inoltre
la produttoria in sarebbe nulla essendo nullo almeno un fattore. Procediamo
per induzione su n. Per n = 1 vale det V| = 1 —xq e la tesi & vera. Supponiamo
la tesi valida per n — 1 e dimostriamola per n. Per fare questo consideriamo
la matrice V,,(\) ottenuta sostituendo 1'ultima riga di V;, con (1, X, A%,... A").



Calcoliamo det V,,(\) sviluppandolo lungo l'ultima riga con la regola di La-
place. Si ottiene allora un polinomio in A di grado n in cui il coefficiente di
A™ & il determinante della matrice ottenuta togliendo ultima riga e ultima co-
lonna a V,,(A). Questa matrice coincide con V,,_;, matrice di Vandermonde
costruita sui nodi zg,...,x,_1, € per l'ipotesi induttiva il suo determinante ¢
[To<j<icn_1(xi — ;) # 0. Per cui si puo scrivere det V,,(A) = det V,,_1p(})
con p(A) polinomio con coefficiente di A" uguale a 1. Poiché det V,,(z;) = 0 per
i=0,...,n—1, avendo V, () in questo caso due righe uguali, risulta p(x;) = 0

per i =0,...,n—1 e quindi p(x) = H?:_Ol(x — x;). Ne segue che

det V,, =det V,,(z,,) = det Vi,_1p(2)

n—1
= I @-2)[l@-2)= ][] (@-).
0<j<i<n—1 i=0 0<j<i<n

O

Segue da questo risultato che se i nodi x; sono a due a due distinti, cosi come
abbiamo supposto, allora la matrice di Vandermonde ¢ invertibile ed esiste unica
la soluzione del problema dell’interpolazione polinomiale. Il polinomio p(z) che
verifica le condizioni di interpolazione viene detto polinomio di interpolazione. 1
suoi coefficienti, nella base dei monomi, possono essere calcolati semplicemente
risolvendo un sistema di equazioni lineari, quindi con costo computazionale di
(2/3)n® operazioni aritmetiche. E stato sviluppato in letteratura un algorimto
per risolvere sistemi con matrici di Vandermonde in O(n?) operazioni aritme-
tiche. L’algoritmo va sotto il nome di Jalgoritmo di Bjorck-Pereyra, Sono stati
sviluppati altri algoritmi che eseguono il calcolo della soluzione in O(n log? n)
operazioni. Per maggior dettagli si veda il libro [2].

E stato dimostrato da Walter Gautschi e Gabriele Inglese [3] che la matri-
ce di Vandermonde con nodi reali positivi ha un numero di condizionamento
esponenziale nel grado n. Cio rende il problema dell’interpolazione polinomiale
nella base dei monomi numericamente intrattabile. Per questo ¢ conveniente
cambiare approccio.

4 Interpolazione polinomiale nella base di La-
grange

Consideriamo una base di polinomi diversa da quella dei monomi. Definiamo
allora

n n
j=0, j#i j=0, j#i

la base dei polinomi di Lagrange. Si osservi che, in base alla definizione, vale
Li(z;) = 1 mentre L;y(z;) = 0 se i # j. Scegliendo quindi ¢;(x) = L;(z) il
sistema, ha come matrice la matrice identica e il polinomio di interpolazione



si lascia scrivere come

p(z) = Z%Li(ﬂ?)- (5)

L’espressione (b)) viene detta polinomio di interpolazione di Lagrange.
L’espressione (5) permette di calcolare il valore di p(x) in un punto in modo
efficiente. Infatti vale

Per cui il calcolo del valore di p(x) mediante la costa O(n?) operazioni
aritmetiche. Non solo, ma il costo del calcolo del valore di p(z) in un nuovo
punto x = n dopo aver calcolato p(x) costa solamente O(n) operazioni, visto
che i valori delle quantita 6; sono disponibili perché gia calcolati in precedenza.

Un altro vantaggio computazionale sta nel fatto che, se dovessimo aggiungere
un nuovo nodo x,1 e calcolare il valore del nuovo polinomio di interpolazione
Pn+1 mediante la in un punto &, ci basterebbe calcolare i nuovi valori dei 6;
aggiornando i valori precedenti mediante O(n) operazioni aritmetiche. Anche il
calcolo del valore di p,+1(x) in un punto costerebbe O(n) operazioni.

Si possono introdurre altre basi di polinomi per rappresentare il polinomio
di interpolazione. Ad esempio la base po(x) =1, ;(z) = (x — ) -+ (x — 24-1)
per ¢ = 1,...,n, detta base di Newton, porta al polinomio di interpolazione di
Newton

ag + a1(x — zg) + az(x — zo)(x —x1) + -+ an(x —x0) -+ (T — Tp—1),

dove i coefficienti a;, detti differenze divise, sono ricavabili risolvendo il sistema
che in questo caso e triangolare e con una struttura molto particolare.

5 Resto dell’interpolazione

Se f(x) ¢ una funzione sufficientemente regolare & possibile dare una espressione
esplicita al resto dell’interpolazione definito come

’I"n(ﬂf) = f(.]?) —pn(ﬂf)

dove p,(z) & il polinomio di interpolazione di f(z) relativo ai nodi 2y < 21 <
-+ < x,. Vale infatti il seguente

Teorema 2 Sia f(x) € C" " a,b] e p(z) il polinomio di interpolazione di f(x)
relativo ai nodi a < xg < x1 < --- < x, < b. Per ogni x € [a,b] esiste £ € (a,b)

tale che
S

(x — x;) IR

=
&
|
I'Es



Dim. Se x coincide con uno dei nodi allora la formula ¢ banalmente vera essendo
ro(z) =0e [[i_o(z—2;) = 0. Se x & diverso da ogni ; allora ["_ (z —x;) #0
e possiamo considerare questa funzione ausiliaria

n

) =TT — gy (@)
9(y) =n(y) 121_[0(9 Z)H?:o(x_xi)

in cui y € la variabile mentre x ¢ il valore che abbiamo fissato. La funzione
g(y) & derivabile n + 1 volte con continuita. Infatti r,(y) lo & come pure il
secondo addendo che & un polinomio in y. Inoltre g(y) si annulla in tutti i nodi
x; e anche per y = z. Poiché g(y) si annulla in n + 2 punti in [a, ] allora la
sua derivata prima si annulla in n + 1 punti in (a,b), la sua derivata seconda
si annulla in n punti, e procedendo in questo modo si puo concludere che la
derivata (n + 1)-esima si annulla in un punto & € (a,b). Vale cioe

_ gD () = D () — (g 1) E)
0=g""(E) =r""(8) (+1)!H?:0(I7Ii), (7)

Inoltre, poiché p,(x) € un polinomio di grado al pit n la sua derivata (n+1)-

esima ¢ nulla e vale quindi rgnﬂ)@) = f(*1)(£) che assieme alla (7) da la tesi.
U

L’espressione che abbiamo dato del resto evidenzia che, per una funzione in
cui la derivata (n + 1)-esima non cambia segno, il resto cambia segno ogni volta
che la variabile x oltrepassa un nodo. Dal punto di vista grafico questo compor-
tamento & deprecabile poiché il grafico di p(z) ha un andamento ondeggiante sul
grafico della funzione f(x) che aumenta maggiormente con I'aumentare del nu-
mero dei nodi di interpolazione. Anche se I’approssimazione numerica puo essere
accurata, al punto di vista estetico il risultato diventa sgradevole. Per questo
motivo nei problemi di CAGD si preferisce usare delle basi diverse che non pre-
sentano questo inconveniente quali le funzioni spline che pero non trattiamo in
questo articolo.

Supponiamo di fissare una successione di (n + 1)-uple di punti in [a, ] cioe
zgn) x(ln), ., per n = 1,2,... Viene spontaneo chiedersi se la corrispon-
dente successione di polinomi di interpolazione {p,(z)} ottenuta interpolando

)

f(z) nei punti mgn),f(xz(»")), i =0,...,n, converge puntualmente o uniforme-
mente ad f(x). Purtroppo esistono esempi di funzioni apparentemente innocue
e di successioni di (n + 1)-uple di nodi per cui la successione p,(z) non con-
verge neppure puntualmente a f(x). Un esempio classico ¢ dato dalla funzione
di Runge definita da f(z) = 1/(1 + 2?) sull’intervallo [—5,5]. Questa ¢ una
funzione di classe C*°([a, b]), pero con la successione di nodi %(n) = —5+4+10i/n,
i = 0,...,n la successione dei polinomi di interpolazione p,(x) non converge
nemmeno puntualmente a f(z). Se perd si restringe la funzione ad un interval-
lo pitt piccolo, ad esempio [—0.2,0.2] e prendendo ancora nodi equispaziati, si
ottiene la convergenza uniforme di p,(x) a f(x).



Si possono dare condizioni sufficienti affinché per ogni scelta dei nodi ci sia
convergenza uniforme di p,(x) a f(x). Il seguente teorema, di cui non si riporta
la dimostrazione, fornisce una condizione sufficiente.

Teorema 3 Se la funzione f(x)[a,b] — R ¢ la restrizione di una funzione
analitica definita sull’insieme Q C C tale che

N={zeC: ZFzelad],|z—z|<b—a}

)

allora per ogni successione di nodi :cgn il polinomio di interpolazione p,(x)

converge uniformemente a f(x).

L’insieme () & assimilabile al recinto di un cane la cui catena, di lunghezza
b — a, ha un estremo libero di scorrere lungo il segmento [a, b)].

E evidente che la funzione di Runge ha un polo nei puntiz = iex = —i. Per
cui le ipotesi del teorema del "recinto del cane” sono soddisfatte se [a, b] = [—b, b]
¢ tale che 2b < 1.

Il prossimo risultato, che riportiamo senza dimostrazione, ci dice che da-
ta una funzione f(x) possiamo sempre trovare una successione di nodi che
garantisce la convergenza uniforme.

Teorema 4 Se la funzione f(x) é continua sull’intervallo [a,b], allora esiste
una scelta della successione di nodi per cui p,(x) converge uniformemente ad

f(z).

6 Esercizi

Esercizio 1 Sia n un intero positivo e siano x; € (0,1), ¢ = 0,...,n tali che
z; # x; per i # j. Sidefiniscano inoltre le funzioni g;(z) = z;+2~ %, i =0,...,n.
a) Si consideri la matrice (n+1)x (n+1) V(z) = (v ;)i,j=0,» tale che v; ; = g;(x;)
per i # n e v, ; = g;(x), con x > 0. Si dimostri che se det V(£) = 0 allora
det V(¢ 1) =0echedetV(£) =0, &€ (0,1) se e solo se £ € {xg,...,Tn_1}

b) Si dimostri che il problema di interpolazione nello spazio delle funzioni g;(x),
i = 0,...,n relativo ai nodi z; € (0,1) ha una e una sola soluzione, ciog,
per ogni (n + 1)-upla yo,...,yn € R esistono unici a0,...,a, tali che, posto
o(z) = Z;L:O a;g;(z), vale p(x;) =y;,1=0,...,n.

¢) Si dia unespressione per (z) e un algoritmo per il calcolo di ¢(z) in un punto
¢ di costo O(n?).

Soluzione.
a) Si osserva che V(&) = V(¢71), dunque se det V(£) = 0 allora det V(£71) = 0.
Indichiamo con V,,(z) la matrice di dimensione (n+ 1) x (n + 1). Dimostriamo
per induzione su n che det V,,(§) =0, £ € (0,1) se e solo se £ € {zg,...,Tn_1}
Per n = 1 & una verifica diretta. Supponiamo la proprieta valga per n — 1 e la
dimostriamo per n. Se £ € {xg,...,x,_1} allora det V,,(§) = 0 perché V,,(¢) ha
due righe uguali. Proviamo il viceversa. Osserviamo che

L R R R LA



dove gli elementi del vettore b sono polinomi di grado minore di 2n. Poiché per
ipotesi induttiva det V,,_1(z,—1) # 0, sviluppando il determinante della matrice
W, (x) risptto all’ultima riga, si trova che det W,,(z) ¢ un polinomio di grado
2n. D’altra parte det W,,(§) = 0 se e solo se det V,,(§) = 0, e det V,,(§) = 0 se
¢ €{xo,...,xn_1} oppure £ € {xg*,..., 2, }. Dunque gli £ € {20,...,2, 1}
sono gli unici possibili zeri di det V,,(§) nell’intervallo (0, 1).

b) Si verifica che il vettore a = (a;)i=0,...n—1 risolve il sistema di equazioni
lineari V(zy,)a =y, dove y = (¥i)i=0,....n—1, € tale sistema ha un’unica soluzione
perché det V' (z,) # 0.

¢) (Traccia) Osserviamo che p(x) = 2™ "pap (), dove pa,(z) = Z?:o aj(x"t +
2"~J ha grado al pitt 2n. Poiché y; = p(z;) = ga(acj*l)7 per 7 =0,...,n, allora
p2n(z) € il polinomio di grado al pitt 2n tale che pan(z;) = 27y; e pgn(xjfl) =
x;"yj, per j =0,...,n. Usando la formula @ possiamo dare una espressione
a pon(x) e quindi a p(x) = £~ "pa,(z), da cui possiamo derivare un metodo per
il calcolo di ¢(z) con costo O(n?). O

Esercizio 2 Siano z1,...Z2, numeri reali non nulli a due a due distinti e sia-

no a, b due numeri reali tali che a < z; < b, i = 1,...,2n. Si definiscano le

.. . j— i—1
matrici 2n x 2n, W = (w; ;) e V = (v;;) tali che w; ; = a] ", v;; =«
i,j=1,...,2n.

a) Mettendo in relazione det V' con det W e sfruttando le proprieta delle matrici
di Vandermonde si dimostri che W & non singolare.

b) Assegnati i numeri reali y1, ..., ya, dire se il problema di determinare i coef-
ficienti o, i = —n +1,...,n tali che la funzione s(x) = >>7_ ., ajz? soddisfi
le condizioni di interpolazione s(x;) = y;, i = 1, ..., 2n, ha soluzione e, nel caso,
dire se ¢ unica.

c) Se x1,...,Za, coincidono con le radici 2n-esime dell’unita, individuare un
metodo per il calcolo degli «; che impieghi O(nlogn) operazioni aritmetiche,
dove n e potenza intera di 2.

d) Se gli y; del punto b) sono i valori che una funzione f(z) € C?"([a,b]) assume
nei punti z;, cioe f(x;) = y;, ¢ = 1,...,2n, dare una espressione esplicita per
Perrore di interpolazione r(z) = f(z) — s(z) per z € [a, b].

Soluzione.
a) Si osserva che w; ; = x{”“viyj, i,7=1,...,2n, quindi
zy "t 0
W=DV, D= )
0 xy

da cui detV = 0 se e solo se det W = 0, ma V & non singolare perché ¢ una
matrice di Vandermonde e i punti x; sono due a due distinti.

b) Si verifica che il vettore o = (;)i=—n+1,...,n risolve il sistema di equazioni
lineari Wa = y, dove y = (¥;)i=1,....2n, € tale sistema ha un’unica soluzione
perché det W # 0.



¢) (Traccia) Il sistema Wa = y viene risolto risolvendo il sistema Va = D~1y.
Questo ultimo sistema pud essere risolto in O(nlogn) operazioni aritmetiche
mediante FFT.

d) (Traccia) Osserviamo che s(z) = 27" p(z), dove p(x) = Zfigl Qjpp127.
Definiamo f(x) = 2"~ f(z) e osserviamo che p(x;) = f(z;) = 27 y;, ciod p(z)
& il polinomio di grado al pitt 2n — 1 tale che interpola f(x) nei nodi z;, i =

1,...,2n. Dal Teoremasappiamo che 7(z) = f(x)—p(x) = Hle(x—zz)%

dove ¢ = £(z) € (a,b), da cui ricaviamo r(z) = 2717 (x). O
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Sommario

Questo modulo didattico contiene risultati relativi alla trasformata
discreta di Fourier e agli algoritmi per il suo calcolo, in particolare gli
algoritmi FFT di Cooley-Tukey e di Sande-Tukey. Si da un cenno ad
alcune applicazioni.

La trasformata discreta di Fourier ¢ una operazione che permette di rappre-
sentare vettori nel campo complesso in una base speciale, la base di Fourier. Da
questa particolare rappresentazione si possono ricavare informazioni interessanti
del vettore originario che sono di grande utilita in molte applicazioni.

Una caratteristica di fondamentale importanza di questa trasformazione &
che il suo costo computazionale ¢ estremamente basso. Infatti per effettuare il
cambio di base di un vettore di n componenti bastano circa 2nlog, n operazioni
purché n sia una potenza intera di 2. Inoltre la trasformazione ¢ ben condizio-
nata e gli algoritmi veloci per il suo calcolo, chiamati Fast Fourier Transform
o FFT, sono numericamente stabili. Per queste caratteristiche particolarmente
favorevoli, la trasformata discreta di Fourier trova numerose impieghi in diversi
campi della matematica e delle sue applicazioni.

In questo articolo introduciamo questa trasformazione nel contesto dell’inter-
polazione, descriviamo due algoritmi FFT per il suo calcolo e mostriamo alcune
applicazioni.

1 Interpolazione alle radici n-esime dell’unita

Dato un intero positivo n, consideriamo il polinomio 2™ — 1. Le radici di questo
polinomio vengono chiamate le radici n-esime dell’unita. Queste radici possono
essere caratterizzate in termini di una radice speciale:

2r . 27
Wy = COS — + i8S —
n n

dove con i abbiamo denotato I'unitd immaginaria tale che i? = —1. Infatti, i
numeri complessi

~ 27 27j
w%:cosijJrisinﬂ, j=0,1,...,n—1,
n n



Figura 1: Radici ottave dell’unia

sono tutte e sole le radici n-esime dell’unita: esse sono n, essendo valori tutti
distinti, e la loro potenza n-esima fa 1 dato che

(@) = @iy =17 = 1,

La ﬁgura mostra graficamente nel piano complesso le radici ottave dell'u-
nita

Ogni radice n-esima dell’unita w tale che I'insieme {w? : j =0,1,...,n—1}
costituisce l'insieme di tutte le radici n-esime viene detta primitiva. Si puo
verificare che se ( € una radice n-esima primitiva tale che k e n siano primi tra
loro, allora anche ¢* & radice primitiva. In particolare, se n & un numero primo,
ogni potenza non nulla di w,, € radice primitiva. La radice w, come pure la sua
coniugata sono radici primitive.

L’insieme delle radici n-esime forma un gruppo moltiplicativo essendo

p,,4 — ,ptqmodn
whwl = wh .
Consideriamo adesso il problema dell’interpolazione nel campo complesso e

scegliamo come nodi le radici n-esime dell’unita che chiameremo nodi di Fourier.
Poniamo cioe

zi=wl, j=01,...,n—1
Dato allora il vettore y = (yo,¥1,---,Yn—1) vogliamo calcolare i coefficienti
(20,21, .-, 2n—1) del polinomio p(t) = Z;ZOI z;t! tale che p(z;) = y; per i =
0,1,...,n—1. La condizione di interpolazione appena scritta conduce al sistema

con matrice di Vandermonde

Vze=y, V=(vi,), vm»:xg, ,j=0,...,n—1,



dove, per la specificita dei nodi, la matrice V prende la forma V = (wy)i,jzo’.,,,n,l.
Questa matrice speciale di Vandermonde la indichiamo con €2,, e la chiamiamo
matrice di Fourier. Vale quindi

Qn — (w;i] mod n)

Ad esempio, per n = 7 vale

11 1 1 1 1 1
1wy w? Wl wi Wl W
1 w2 wi Wl owr Wi W
Qr=11 w W8 w2 W wr w?
1 wi wr wd w2 Wf Wl
1 w? wd w Wl Wi WP

| 1 w? w? w? w? w? wr |

La matrice di Fourier gode di proprieta particolarmente interessanti. Pre-
mettiamo il seguente risultato di ortogonalita delle radici n-esime dell’unita:

Lemma 1 Le radici n-esime dell’unita sono tali che
nilwki— n  sek=0modn
: "1 0 sek#0modn
Dim.
Dalla identita

l—a2"=1—-2)(1+z+a®+---+a" ")

ponendo z = w;,, deduciamo che, se r # 0 mod n allora 1—z # 0 mentre 1—2" =
e, —1)r

0 e quindi, poiché siamo su un campo, ne segue 1 +w! +w2" + - - )
. 1 . .

D’altro canto, se r = 0 mod n allora I'espressione Y, _j w"* si trasforma in una

somma di n addendi uguali a 1 che da n. O

Teorema 1 La matrice ), é tale che
e 0, =07
o QHQ, =nl, dove QX ¢ la trasposta coniugata di 2,

e 02 = pll,, dove Il,, ¢ la matrice di permutazione corrispondente alla
permutazione mg =0, m; =n—j,j=1,...,n—1.

Dim. La matrice ,, & chiaramente simmetrica essendo w% = wi’. Per di-
mostrare il secondo punto sull’ortogonalita delle colonne di €2,, dobbiamo fare
vedere che il prodotto tra I'i-esima riga di Q e la j-esima colonna di €, vale
zero se i # j e vale n se i = j, cioe

n—1 . .
Z—ik jk_ ) N oset1=]
Wy, W) { . .

0 se1
Pt #J



La sommatoria nella precedente espressione si riduce a ZZ;S wrk dove r = j—i.
Per cui la tesi segue dal Lemma 1.

Per quanto riguarda la terza espressione ci si comporta in modo analogo.
Infatti 'elemento di posto (i, ) di Q2 & dato da

n—1 n—1
E wffwﬁf = E wﬁ(lﬂ)
k=0 k=0

e, per il lemma 1, vale zero se i + j # 0 mod n, vale n se i + j =0 mod n. [

Si osservi che la permutazione individuata dalla matrice IT se applicata alla
n-upla delle radici n-esime, listate in senso antiorario a partire da 1, ci fornisce
la lista delle radici n-esime listate in senso orario a partire sempre da 1.

Il risultato precedente ci permette di scrivere I'inversa di €2,, in forme com-
putazionalmente convenienti. Vale infatti il seguente

Corollario 1 Per la matrice inversa di £, valgono le sequenti espressioni

1

Ot lon Q= lQan, Q= ~11,9Q,.
n n

n E no

Si osserva in particolare che, per risolvere il problema dell’interpolazione

sui nodi di Fourier, non c’¢ bisogno di risolvere nessun sistema lineare poiché

Iinversa della matrice di Vandermonde ¢ disponibile gratuitamente. Per cui,

dato il vettore y, € possibile calcolare il vettore dei coefficienti z eseguendo un
prodotto matrice vettore, infatti vale

1 1 1
= *nya = *Qany, = 7H7LQTLy'
n n n

Assumendo di avere a disposizione le radici n-esime dell’unita, il costo del
calcolo dei coefficienti del polinomio di interpolazione & di al pitt n? moltiplica-
zioni e n? — n addizioni. Vediamo tra poco che si pud fare molto meglio con gli
algoritmi FFT.

Un’altra conseguenza molto importante delle proprieta di ortogonalita delle
radici n-esime ¢ che la matrice F;,, = ﬁQn € unitaria, cioe Fan =1, e quindi
| Fnll2 = ||FH|]; = 1. Conseguentemente il suo numero di condizionamento in
norma 2, cio¢ pp = ||Fy|l2|FH|l2 = 1. Cio implica che anche la matrice €,
ha condizionamento in norma 2 uguale a 1, infatti essa differisce da F,, per
una costante moltiplicativa. Quindi, diversamente dal caso dei nodi reali, il
problema dell’interpolazione ai nodi di Fourier ¢ ben condizionato.

La trasformazione lineare che associa il vettore y al vettore z & detta tra-
sformata discreta di Fourier e si denota z = DFT,,(y), la trasformazione lineare
che associa z a y viene detta trasformata discreta inversa di Fourier e si denota
y = IDFT,,(2). Quindi in sintesi:

DFT,(y) :=2z = %foy Trasformata discreta di Fourier
IDFT,(2) ==y =Q,z  Trasformata discreta inversa di Fourier



La trasformata discreta inversa di Fourier associa ai coefficienti del polino-
mio i valori che esso assume nelle radici n-esime dell’unita. Quindi risolve un
problema di valutazione. La trasformata discreta di Fourier associa ai valori che
un polinomio assume nei nodi di Fourier i suoi coefficienti. Quindi risolve un
problema di interpolazione.

Un’altra osservazione interessante € che, poiché y = Q,,z, le componenti di z
sono i coefficienti di rappresentazione del vettore y nella base di C™ data dalle
colonne di €,. Questa base la chiamiamo base di Fourier. Possiamo quindi
interpretare la DFT e la IDFT come cambiamenti di base: dalla base di Fourier
alla base canonica e dalla base canonica alla base di Fourier.

In letteratura ci sono diverse definizioni di DFT e IDFT a seconda del con-
testo in cui viene usata. Ad esempio, in alcuni casi si preferisce definire le due
trasformazioni in modo unitario normalizzando entrambe col fattore 1/y/n. In
Octave il comando x = £ft(y); fornisce il valore di nDFT,,(y) = Q£ y, mentre
il comando y = ifft(x); da il valore di %IDFTn(x) = %an

2 Gl algoritmi FFT

Cosi come ¢ stata definita la DFT e la IDFT si possono calcolare eseguendo un
prodotto tra la matrice §2,, e un vettore. Il costo computazionale & quindi di n?
moltiplicazioni e n? —n addizioni. E possibile pero utilizzare la speciale struttura
di Q,, per poter calcolare la DFT e la IDFT con un costo sostanzialmente piu
basso.

Consideriamo il caso della IDFT. Dati i valori di zg, z1,...,2,_1 € date le
radici n-esime dell’unita vogliamo calcolare i valori di

n—1
ylzzw’:iyz”]7 z:O,l,.,n—l. (]‘)
§=0

Consideriamo il caso particolare in cui n € una potenza intera di 2, cioé n = 29.

L’idea che si usa per costruire un algoritmo efficiente per il calcolo di si
basa sulla strategia del divide et impera. Cioe il calcolo di una IDFT su n nodi
lo riconduciamo al calcolo di due IDFT su § nodi. Per far questo riscriviamo
la separando gli addendi che hanno indice pari da quelli che hanno indice

dispari. Otteniamo allora
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n_q
2
_ 2ij i(2j+1 .
yi—E (JJnJZQj—FE wn(] )Z2j+17 1=0,...,n—1.
=0 =0

. .o ij (2541 i g
Adesso osserviamo che w? = wz per cui w2 = Wi e wn( AR whw .
2 2
Possiamo allora riscrivere la precedente espressione come
-1 51
% i i .
Yi = E w%j,zgj—i—w; E W%ZZQj+1, i=0,...,n—1. (2)
=0 =0



Se limitiamo il calcolo alle prime % componenti la ci dice che

(40s- -+ yz—1)T = IDFTx (2pari) + Diag(L,wp, ..., wi  JIDFTz (Zaispari); (3)
dove abbiamo indicato rispettivamente con zpari € Zgispari 1a parte del vettore z
costituita dalle componenti pari e la parte costituita dalle componenti dispari.
Abbiamo cioe espresso la prima meta di y in termini di due trasformate discrete
di ordine la meta.

La seconda meta del vettore y, cioe quella costituita dalle componentiyz, ... yn—1,
si ottiene mettendo al posto dell’indice i nella il valore § + i. Poiché

24i 24i

wr =wh,ew; = —w), siottiene quindi
2

|3

g n_q

= 3wl P WY -
Yngi = Wi Z9j — Wy W 22j+1, z—O,...,§—1.
j=0 j=0
Cioe in termini di IDFT» (Zpari) € IDFT = (2dispari) vale

. n_1
(yz,-- - yn-1)" = IDFT 2 (2pari) — Diag(L,wn,...,wi )IDFT2 (2dispari)- (4)
Mettendo insieme la (3)) e la (4)) possiamo rappresentare il vettore y in termini

delle IDFT della parte pari e della parte dispari di z. Piu precisamente si procede
come segue

e calcolare wM = IDFT = (Zpari) € w® = IDFT 2 (Zdispari);

- . . o1,
e moltiplicare w® per i valori 1,w,...,w? , cio¢ calcolare

w® = Diag(1,wp, ... ,wf_l)w(z);

e infine calcolare i vettori ) = w® 4+ w® @ = w® — w®) e porre
(1)
Yy
- { y® ]
Questo procedimento comporta il calcolo di due trasformate discrete inverse
di ordine la meta, 5 moltiplicazioni, § addizioni e § sottrazioni.
Poiché n = 27 & potenza di 2, possiamo allora ripetere questa strategia
per calcolare le due trasformate di ordine § mediante quattro trasformate di
ordine n/4 e procedere ricorsivamente in questo modo finché non si arriva a
trasformate di ordine 1 che non richiedono alcuna operazione. Indicando con
¢(n) il costo computazionale per il calcolo di una IDFT di ordine n con questo

metodo abbiamo la relazione

e(n) = 20(2) + gM +nA



dove M indica ”moltiplicazioni” e A indica ”addizioni/sottrazioni”. Poiché
¢(1) = 0 si puod dimostrare induttivamente che

e(n) = (gM +nA)q = (gM + nA)log, n.
L’algoritmo per il calcolo della IDFT che si ottiene in questo modo € noto
come algoritmo di Cooley e Tukey.
Il calcolo della DF'T si realizza utilizzando il teorema 1 e ha il costo aggiuntivo
del calcolo di n divisioni per n.

2.1 Note computazionali

E possibile dare una interpretazione in termini di matrici dell’algoritmo per
il calcolo della IDFT descritto sopra. Per questo introduciamo la matrice di
permutazione pari-dispari P, tale che

o= 2 ]

Zdispari

e denotiamo m = %

Dalla descrizione data nell’algoritmo 1 deduciamo che
M I, I I, 0 Qn 0
_ y _ m m m m
o=l J= L 0 o 0 ]

dove
D,, = Diag(1,wy,...,w™ ).

n

Questo ci permette di dire che la matrice di Fourier €, si lascia fattorizzare
nel modo seguente

_ IT)’L I’m Im 0 Q’l’ﬂ 0
n = [ L, -I, 0 Dp 0 Qn P (5)
Questa fattorizzazione assume una forma piu interessante se la riscriviamo
in termini del prodotto di Kronecker ® che definiamo nel modo seguente. Siano

A e B matrici di dimensioni rispettivamente k x k e h x h. Definiamo C = A® B
la matrice hk x hk tale che.

a171B CLLQB . al,kB
ag’lB ag’zB CLQJCB
C= )
akle ak,gB ak,kB
1

Poiché Qs = { 1

—11 }, la prende la forma

Q, = (Q2 ® I,,)Diag(I, D, )(Io @ Q) P,, D, = Diag(1,wy,...,w™ ). (6)



Questa rappresentazione matriciale permette di dedurre altre interessanti
proprieta. Ad esempio, poiche 2, = QI la @ implica che

Qn = PT(I, ® Q) Diag(I, D) (Q @ I,,,). (7)

L’applicazione ricorsiva della fattorizzazione (7)) conduce ad un altro algo-
ritmo per il calcolo della IDFT noto come algoritmo di Sande e Tukey, che ha
la stessa complessita dell’algoritmo di Cooley e Tukey ma svolge le operazioni
aritmetiche in modo diverso. Ad esempio, mentre nell’algoritmo di Cooley e
Tukey la permutazione viene fatta all’inizio, nel metodo di Sande e Tukey la
permutazione viene fatta alla fine. Per questa caratteristica il primo metodo
viene detto algoritmo in base 2 di decimazione in tempo, e il secondo come
algoritmo in base 2 di decimazione in frequenza. Questa terminologia proviene
dalle applicazioni ingegneristiche della DFT.

Non & complicato dimostrare che se n = rs, con r,s interi positivi, allora
vale

Q, = (Q, ® I,)Diag(I, Dy, D%, ..., D"~ (I, ® Q,) P,

dove Dy = Diag(1l,wy,...,ws™!), e dove P{" & la matrice di permutazione

associata alla permutazione che mette in testa gli indici congrui a 0 modulo r
seguiti dagli indici congrui a 1 modulo r, e cosi via fino agli indici congrui a
r — 1 modulo r.

Questa fattorizzazione permette di costruire algoritmi efficienti per il cal-
colo della IDFT nel caso in cui n non sia una potenza di 2 ma sia altamente
fattorizzabile.

L’implementazione degli algoritmi di Cooley e Tukey e di Sande e Tukey
fatta con un linguaggio di programmazione che permette la ricorsivita ¢ molto
semplice. E perd possibile dare una implementazione pitt efficiente “in place” che
evita di usare esplicitamente la ricorsivita. Infatti, applicando ricorsivamente
la @ si ottiene che nella parte destra della fattorizzazione finale si accumulano
tutte le permutazioni di tipo pari-dispari fatte ai vari livelli dell’algoritmo. Coo-
ley e Tukey hanno dimostrato che la composizione di tali permutazioni ¢ data
dalla permutazione bit reversal cioe la permutazione che associa i a j se la rap-
presentazione binaria di ¢ su ¢ bit, dove n = 29, coincide con la rappresentazione
di j con i bit listati in ordine inverso. Cio¢ se i = Z;é ki e j = Zz;é 2k,
con i, jr € {0,1}, sono le rappresentazioni binarie di 7 e di j allora ji = iq—
per k =0,...,q—1. Una volta eseguita questa permutazione il resto del calcolo
consiste nello svolgere semplici operazioni aritmetiche tra componenti contigue
senza la necessita di dover applicare nessuna permutazione.

Maggiori informazioni a riguardo si possono trovare in questo link di Wiki-
pedia;

Esistono algoritmi per il calcolo della DF'T che non richiedono nessuna pro-
prieta particolare dell’intero n ed hanno un costo computazionale limitato da
anlogy n. Pero il valore di « @ molto maggiore di 3/2 per cui il loro interesse ¢
principalmente teorico.



Gli algoritmi di trasformata veloce sono numericamente stabili. Ad esempio,
per quanto riguarda 'algoritmo di Cooley e Tukey vale il seguente risultato la
cui dimostrazione ¢ riportata in [g].

Teorema 2 Pern = 29, q intero positivo, sia 3 il valore effettivamente calcolato
al posto di y =IDFT,,(z) con lalgoritmo di Cooley e Tukey in aritmetica floating
point con precisione u dove i valori &f, effettivamente usati al posto delle radici
n-esime Wk sono tali che |0f — wt| < u. Allora

ly = gll2 . _~ulogyn
lyllz = 1—~ulogyn

dove vy =14 (V24 u)2 =14+ 4vV2+ O(u).

Ne segue che I'errore algoritmico relativo, misurato in norma 2, cresce col
logaritmo dell’ordine della trasformata.

2.2 FFT in Matlab

Gli algoritmi FFT per vettori di lunghezza arbitraria sono implementati in Ma-

tlab nelle function £ft e ifft con una piccola differenza notazionale. Il vettore
n—1

ottenuto col comando v = ££t(u) & tale che v; = 377" w,, u; mentre il vettore
ottenuto con u = ifft(v) e tale che u; = 711 ;:01 w¥v;. Cioe la normalizza-

zione % ¢ utilizzata nella definizione della trasformata inversa, e, come radice

primitiva, & considerata w, !, ciot 'ordinamento delle radici n-esime scelto da
Matlab & quello orario.

3 DFT su altri campi

Se il vettore z di cui calcolare la IDFT e reale, allora si verifica che il vettore
y = IDFT,,(2) ha le componenti yo e y= (se n & pari) reali, mentre le rimanenti
componenti sono tali che y; = ¥,—;, j = 1,..., 5. Questa proprieta puo essere
usata per ridurre leggermente il costo computazionale degli algoritmi veloci
descritti nel caso complesso.

La definizione di DFT e IDFT e gli algoritmi di trasformata veloce possono
essere dati anche su campi finiti o, sotto condizioni aggiuntive, su anelli in cui
esiste una radice n-esima dell’unita. Ad esempio l'insieme Zi; costituisce un
campo e l'elemento 2 ¢ una radice ottava primitiva dell’'unita. Infatti le sue
potenze (modulo 17) sono date nell’ordine da

2,4,8,16,15,13,9, 1.

Mentre il numero 3 & una radice 16-ma primitiva; le sue potenze (modulo
17) sono date nell’ordine da

3,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6, 1



B possibile costruire la matrice di Fourier 216 su Z17 e definire la DFT e la
IDFT. Infatti tutte le elaborazioni che abbiamo fatto finora si applicano poiché
abbiamo usato solamente le proprieta di campo, l'esistenza di una radice n-
esima e la sua primitivita. L’operazione di coniugazione di una radice n-esima
va vista come calcolo del reciproco.

La situazione diventa piu delicata sugli anelli. Ad esempio su Z¢ il numero
3 ¢ una radice quarta dell’unita, le sue potenze sono nell’ordine

3,9,11,1
e le ”coniugate” cioe i reciproci sono
11,9,3,1

Pero la matrice di Fourier )4 e la sua ”coniugata”, date da

1 1 1 1 1 1 1 1
|1 3 9 11 g |1 11 9 3
Q=11 9 1 9| =1 9 1 9
1 11 9 3 1 3 9 11
sono tali che
4 8 4 8
He _ | 8 4 8 4
Qy Q= 48 4 8 # 41 mod 16.
8 4 8 4

Infatti il lemma non e piu valido. La dimostrazione del lemma non vale piu
visto che si richiedeva che non esistessero divisori dello zero. Inoltre, nel nostro
caso il valore n = 4 non ha reciproco modulo 16. Per cui, anche se il prodotto
fosse nl, non si potrebbe scrivere 'inversa di €2,, come %QnH .

Per potere definire la DFT e la IDFT su un anello dobbiamo garantire 1’esi-

. . . . . . Lo . n—1 i _
stenza di una radice n-esima w,, che sia principale cio sia tale che > j—o Wi =
per ¢ =1,...,n, e che n sia coprimo con la caratteristica dell’anello.

4 Applicazioni

La trasformata discreta di Fourier ha applicazioni in numerosi campi. Diamo
un breve cenno su alcuni esempi di applicazioni.

4.1 Aritmetica di polinomi

Supponiamo di aver assegnato i coefficienti di due polinomi a(t) e b(t) di grado
p e definiamo il polinomio prodotto ¢(t) = a(t)b(t). I coefficienti di ¢(t) sono
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legati ai coefficienti di a(t) e b(t) dalle relazioni

co = apbo
C1 — (lobl + a1b0

Ci = Z'r+s=i arbs

Cop—1 = ap,1bp + apbp,1
cp = apbp

Il calcolo dei coefficienti di ¢(t) svolto con le formule precedenti richiede O(p?)
operazioni aritmetiche.
E possibile calcolare i coefficienti di ¢(t) usando la FFT con un costo asin-
toticamente piu basso nel grado dei fattori. Procediamo nel seguente modo
Algoritmo 1.

e sia n la pil piccola potenza intera di 2 maggiore del grado di ¢(t)

e si calcola y(@) = (yga))7 yl(a) =a(w!),i=0,...,n—1, con una IDFT,;

e si calcola y® = (ygb))7 ygb) =b(w!),i=0,...,n—1, con una IDFT,;

n
e si calcola c(w!) = yz(a)ygb)7 1=0,...,n —1 con n moltiplicazioni
e si interpolano i valori di ¢(w!)) ottenuti al passo precedente e si ottengono
i coefficienti di ¢(¢) mediante una DFT),,

L’algoritmo richiede il calcolo di 3 trasformate veloci di Fourier n moltipli-
cazioni per valutare c(w?,) pitt n moltiplicazioni per 1/n nel calcolo della DFT.
1 costo complessivo ¢ dominato da 3nlog, n operazioni aritmetiche.

Gli algoritmi FFT possono essere usati anche per calcolare il reciproco mo-
dulo "™ di un polinomio p(t), tale che pg = p(0) # 0, con costo O(nlogn).
Infatti si puo dimostrare che la successione di polinomi z(*)(t) definiti da

2® D (1) = 220 (1) — () (£))2p(t) mod 2°, k=0,1,..., [logyn]
2©O(t) =1/po

& tale che ) (t)p(t) = 1 mod 2", Infatti gli elementi di questa successione, si
ottengono applicando formalmente il metodo di Newton all’equazione z(t)~! —
p(t) = 0 e la proprieta descritta sopra segue dalla convergenza quadratica del
metodo di Newton. Si puo verificare che utilizzando il metodo FFT per il calcolo
dei prodotti di polinomi nell’iterazione di Newton, il costo complessivo per il
calcolo del reciproco modulo ¢t rimane dell’ordine di nlogyn. Per maggiori

dettagli si veda [2.
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4.2 Aritmetica degli interi

Le proprieta della DFT possono essere usate per costruire algoritmi veloci per
la moltiplicazione di interi. Si considerino due interi positivi a e b ciascuno
rappresentato in base B con al piu p cifre. Per comodita possiamo assumere
che B sia la familiare base 10; nelle implementazioni su computer B ¢ la piu
realistica base 2. Per calcolare le cifre del prodotto ¢ = ab generalmente andiamo
a calcolare tutti i prodotti possibili tra le cifre di a e quelle di b svolgendo p?
moltiplicazioni piu circa altrettante addizioni, inclusi i riporti, per ottenere il
risultato. Ad esempio per moltiplicare 123 con 257 si procede generalmente cosi

123 x

Siamo quindi abituati a svolgere piu di p? operazioni elementari tra cifre per
calcolare il prodotto di interi di p cifre. Questo ci creerebbe problemi se gli interi
da moltiplicare avessero decine di cifre. Anche in un computer questo metodo
puo richiedere tempi di calcolo elevati se i numeri da moltiplicare hanno milioni
di cifre come puo capitare in certe applicazioni legate alla crittoanalisi.

L’uso della DFT permette di accelerare significativamente questo calcolo.
Per vedere questo scriviamo gli interi a, b e ¢ nella loro rappresentazione in base

2p—1

p—1 p—1
azZaiBi, b:ZbiBi, c= Z ¢;B®
i=0 i=0 i=0

e associamo ad essi i polinomi

2p—1

p—1 p—1
a(t) =>ait’, b(t) =) _bit', ct)= > at'.
=0 =0 =0

In questo modo vale a = a(B), b = b(B), ¢ = ¢(B).

Osserviamo ora che il polinomio prodotto é(t) = b(t)a(t) assume anch’esso
il valore dell’intero ¢ nel punto B, cioe vale ¢(B) = ¢. Pero i suoi coefficienti
¢; sono in generale diversi da quelli di ¢(t). Infatti, i coefficienti ¢; di ¢(t) sono
singole cifre mentre i coefficienti ¢; di é(t) sono somma di p termini, ciascuno &
il prodotto di due cifre. Il loro valore non puo superare quindi (B — 1)2p per
cui in base B saranno rappresentati da non piu di 2 + logp p cifre.

I coefficienti di ¢(t) possono essere calcolati con l'algoritmo 1 eseguendo
O(plogp) operazioni aritmetiche. Poiché i valori che vanno calcolati sono rap-
presentabili con O(logp) cifre, e la trasformata veloce di Fourier ¢ numerica-
mente stabile, per calcolare i coefficienti di é(¢) & sufficiente eseguire i calcoli
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con una aritmetica floating point dotata di O(logp) cifre. Se questa aritmetica
viene implementata col metodo standard per moltiplicare numeri floating point
(o interi) il costo computazionale di ogni moltiplicazione diventa O(log2 p) ope-
razioni elementari tra cifre. In questo modo il costo totale, espresso in termini di
operazioni elementari tra cifre, per il calcolo dei coefficienti ¢;, dato dal numero
di operazioni aritmetiche per il costo di ciascuna operazione aritmetica, diventa
O((plogp)(log® p)) = O(plog® p).

Una volta che i coefficienti ¢; sono stati calcolati possiamo recuperare le cifre
¢; dalle cifre dei numeri ¢; con O(plog p) addizioni. Lasciamo i dettagli di questo
calcolo al lettore.

In questo modo si riesce a calcolare i coefficienti del prodotto di due interi
con un numero di operazioni elementari tra cifre dell’ordine di plog® p, quin-
di inferiore al costo p? dell’algoritmo standard di moltiplicazione. E possibile
ridurre ulteriormente il costo se la moltiplicazione di numeri di O(logp) cifre,
anziché calcolarla con ’algoritmo standard di costo quadratico, viene calcolata
ricorsivamente con ’algoritmo che stiamo descrivendo.

Un algoritmo piu efficiente, basato sulla DFT ambientata in anelli finiti, &
l’algoritmo di Schoenhage-Strassen| La complessita di questo algoritmo e di
O(plogploglogp) operazioni elementari tra bit. L’algoritmo & stato miglio-
rato nel 2007 da Martin Fiirer. Lialgoritmo di Furer| ha una complessita di
O(plogp 21°g*1’) operazioni elementari dove log™ p ¢ uguale al numero di volte
in cui log, compare nell’espressione log, log, - - -log, p affinché il risultato sia
compreso tra 0 e 1.

Sebbene 'algoritmo di Furer sia asintoticamente piu veloce dell’algoritmo
di Schonhage - Strassen, in pratica diventa piu efficiente solo per valori di p
estremamente elevati. Per cui nella pratica non viene utilizzato nelle implemen-
tazione dei sistemi di calcolo in multiprecisione.

Maggiori informazioni sul metodo di Fiirer si trovano nell’articolo
[integer multiplication”.| Informazioni sui metodi per la moltiplicazione di interi
si trovano nella pagina di Wikipedia “Multiplication Algorithm”

Recentemente & uscito un articolo di David Harvey, Joris van der Hoeven
[7] in cui si dimostra che bastano O(nlogn) operazioni tra bit per calcolare il
prodotto di interi dotati di n bit.

4.3 Interpolazione trigonometrica

Definiamo polinomio trigonometrico una espressione del tipo

F(z) S Z;‘n:_f(aj cos jx + f3; sin jz) sen=2m—1
x) = -1
S+ 27211 (ajcosjx 4 fjsinjx) + = cosma  se n =2m

dove Oéj,ﬁj € R.

Il seguente risultato ci fornisce ’espressione del polinomio trigonometrico
che interpola i valori (z;,v;) € R?, z; = 2im/nper i =0,...,n — 1.
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Teorema 3 Sia z = (z20,....2n—1) = DFT,(y), dove y = (yo,---,Yn—1). Il
polinomio trigonometrico F(x) definito dai coefficienti

a; = 2re(z;) = %Z;:Ol yjcosiz, [; = —2im(z;) = %22:01 yj siniz;

¢ tale che F(x;) = y;, x; = 2im/n, i = 0,...,n — 1. Inoltre tale polinomio
trigonometrico € unico.

La dimostrazione di questo risultato & una semplice applicazione di note
formule trigonometriche e non viene riportata.

Dal punto di vista computazionale i coefficienti del polinomio trigonome-
trico che interpola i valori (z;,y;) si calcolano con circa %nloan operazioni
aritmetiche se n & potenza di 2. Infatti, dati i valori di y = (y;) basta calco-
lare z = DFT,(y) e ricavarne parte reale e immaginaria. Viceversa, i valori
che un polinomio trigonometrico F(x) assegnato in termini dei coefficienti «;
e f; assume nei punti z; si possono calcolare ancora con circa %nlog2 n ope-
razioni aritmetiche. Infatti, dati i coefficienti «; e [3;, basta calcolare i valori
z; = 2(a; — iB;) e porre y = IDFT,,(2).

Questo fatto permette di effettuare operazioni di "filtraggio” di segnali e
immagini digitali in modo efficiente.
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